Existence d'une mesure de Sinai- Ruelle-Bowen pour des
systemes non-uniformément hyperboliques.

RENAUD LEPLAIDEUR!

Résumé. Si M est une variété Riemannienne compacte, et f un C'T-difféomorphisme de M,
on prouve que si un ensemble de Pesin (voir [5]) vérifie certaines propriétés, et si le systeme (M, f)
est conservatif pour le volume riemannien, Leb, alors il existe une mesure SRB f-invariante et
o-finie.

Existence of a Sinai-Ruelle-Bowen-measure for non-uniformly hyperbolic systems.

Abstract. Let M be a smooth Riemannian manifold, and f be a C'*%-diffeomorphism onto
M. Let A be a Pesin’s set (see [5]). We prove that under some assumptions on A, and if the system
(M, f) is conservative for the Lebesgue measure, then there exist a SRB-measure, f-invariant and
o-finite.

1 Présentation du résultat

On désignera par M, une variété Riemannienne, C*, compacte, de dimension finie et sans bord.
L’application f, désignera un C''**-difféomorphisme sur M. On définit un ensemble de points de
M, ayant une propriété d’hyperbolicité, de la maniere suivante.

Définition 1.1 Soient A € R}, et 0 < ¢ << A/100. On appelle ensemble de Pesin, l’ensemble Ay
de points x de M qui vérifient :
(i) Il existe une décomposition f-invariante de T, M = E*(x) ® E°(z) ;
(ii) Pour tout n € IN, pour tout v € E*(z), |Df7v| < C(x) e ™A =)|v|, et pour tout v € E*(x),
[Df; "] < Clz) e Ao ;

(iii) Angle(E*(x), E*(x))> ﬁ ;
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(iv) x — C(z) est a variations lentes, ie, e ¢ < Cg{éf) <e.

Les points de Ay seront appelés points réquliers.

L’ensemble des points réguliers étant fixé, on construit une application borélienne ! : Ay — [1, +o0]
a variations lentes liée a la fonction C, puis un atlas de Lyapunov (voir [3] ou [7])

{®, : B(0,l(x)"") € RY — M}. On définit ensuite les variétés instables locales, Wj*(z), pour tout
x régulier, en posant

Wi(z) ={y € M, ¥n <0, f"(y) € Dpn(x)B(0,171(f"(2)))}.

On définit de méme W} (z) en changeant n et —n. Si Iy est fixé, on note A(0) = {r ey, l(z) <
lo}, et pour tout n > 0, A(n) = {z € Ay, lpe"De < i(x) < lpe™*}.

Hypotheése : On dira que l'ensemble A, vérifie une hypothése de non intersection brutale s’il
existe une constante universelle Ky < 1, telle que pour Lebesgue-presque tout x dans A(n), il

existe un entier m(x) tel que pour tout entier p > m(x) et pour tout y € A(p),
Wi (z) N By, Ky e ?%) = 0.

Définition 1.2 On dira qu’une mesure borélienne, o-finie, f-invariante, u, est une mesure o-
SRB, si ses mesures désintégrées instables, {ut},sont absolument continues par rapport au mesures

{Lebyu i }-

Le but est de présenter le résultat suivant.

Théoréme 1.3 On suppose que les trois hypothéses suivantes sont vérifiées.

(Hy) Lebp(Ay) >0;

(Hs) le systéme (M, f) est conservatif pour la mesure de Lebesgue ;

(Hs) Pour tout A suffisamment petit, Ay vérifie une hypothése de non intersection brutale.

Alors, il existe une mesure borélienne, i, o-finie, f-invariante et c-SRB.

2 Principaux lemmes techniques

Une des étapes importante de la preuve du théoreme est d’obtenir 'existence d’un rectangle de
points réguliers qui vérifie une propriété de Markov. Pour cela nous reprenons les idées de Bowen
dans [2], et établissons un lemme de poursuite.

2\
" max(log ||df 1], log ||df||
x — E%(x) et x — E*(x) sont S-holdériennes sur chaque A(n). La constante de Hélder est alors
égale & une constante C' multipliée par l(x).

Lemme 2.1 Posons 8/ = min(1, « ). Pour tout 8 < [3', les applications

Pour un tel 3, il nous apparait deux constantes C| et p, qui permettent de définir pour tout x
dans A, €1(z) © inf ((Cs)%’ ﬁ, %) . Cette valeur permet alrs, de donner les définitions des
pseudo-orbites et orbites pistantes.

Définition 2.2 Soit v €]0,1[. On appelle y-pseudo orbite de M toute suite de points (x;);cz telle
que pour tout i

(1) z; est un point de A,
(2) e *Uziv1) < Uf(@i)) < e Umigr),
(3) d(f(xi),wip1) < ver(@iv) et d(ws, f~H (wig1)) < venl@i).
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On dira que lorbite (f(x))iem -piste la pseudo orbite (x;)icm si et seulement si pour tout i
fZ<.’L') € (I)(QL‘Z)(B(O,(SZ(Z‘Z)_Q))

Le lemme 2.1 nous garantie que si (z;);ez est une y-pseudo orbite, alors pour tout 7 les angles du
type Angle(E*(f(z;)), E*(zi+1)) sont petits, ce qui nous permet d’utiliser la théorie de transfor-
mation de graphe. On prouve alors le résultat suivant.

Lemme 2.3 (lemme de poursuite) Pour tout § > 0 il existe v > 0, tel que toute y-pseudo
. . .y . , . dé

orbite soit §-pistée par une orbite d’un point de A’ <f Ax_4e.

On recouvre ensuite un ensemble A O A de points par un nombre dénombrable de "rectangles”,

{T;}, qui sont ensuite découpés en sous-rectangles du type Ti’fj, comme dans [2]. L’hypohese de

non-intersection brutale introduite, ainsi que I’hypothese de conservativité du systéme permettent
alors de montrer le résultat suivant.

Lemme 2.4 [ existe un ensemble R C A, de mesure de Lebesque positive tel que
~ pour tout (z,y) € R?, W¥(x) N Wi(y) ={z}, et z € R;
— pour tout x € R, il existe n € IN* et m € IN* tel que f"(x) € R et f~™(x) € R;
— pour tout x € R, si f"(x) € R, avec n > 0, alors

[T W) N R) S W[ (@) N R et f* (WP () N R) € WP (f"(x)) N R.

3 Etapes de la preuve du théoreme

La preuve du théoreme repose essentiellement sur I'idée qu’une mesure SRB est caractérisée lo-
calement. Nous présentons ici les étapes principales de la preuve. Une démonstration plus complete
pourra étre trouvée dans [4].

3.1 Création d’un sous-systéme associé

On crée une suite de trois systemes :
(Maf) - (Rag) - (F7gF)

Le passage du systeme global (M, f) au systeme (R, g) se fait par induction : pour tout point x de
R, on définit r(z) = min{n € IN*, f*(z) € R}, premier temps de retour dans R. Ensuite on pose
g(x) = f7®)(z). De plus, toute mesure f-invariante, m, telle que m(R) > 0, se restreint en une
mesure g-invariante. Réciproquement, on a :

Lemme 3.1 Si p est mesure de probabilité g-invariante et ergodique, alors il existe une mesure
m, o-finie, f-invariante et ergodique telle que m restreinte a R soit égale a la mesure p. Si de plus
[ rdu < +oo, alors la mesure m est finie.

Dans le rectangle R, on choisit un point z¢ quelconque, puis on pose F' = W}*(zo) N R. La structure
rectangle de R prouve qu’on peut définir une projection continue sur F, mp. On définit alors
Papplication gr = 7F o g. On établit aussi le lien entre le systéme induit (F,gr) et le systéme
(R.g) :

Lemme 3.2 Si v est une mesure de probabilité sur I, gp-invariante et ergodique, alors il existe
une unique mesure p sur R, g-invariante, de probabilité et ergodique telle que

(Rvgmu“) £ (F,QF,V)-
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Le systeme (F,gp) est un systéme qui s’apparante a un revétement topologique expansif, a
un nombre infini-dénombrable de feuillets. Si (F;);en désigne I'ensemble de ses feuillets, alors
l'application gr; : F; — F égale a gp|p, est un homéomorphisme holdérien pour tout i.

Définition 3.3 Pour tout = de F, on appellera Ant(x) Uensemble des antécédents de x par lap-
plication gp.

On remarque que pour tout iet pour tout z, F; contient exactement un élément de Ant(zx).

3.2 Etude du systéme (F, gr)

L’idée est d’utiliser la théorie des opérateurs de Perron-Frobenius comme dans [1] et [6]. Pour
cela il faut d’abord étudier I'invariance de la mesure de Lebesgue sur F'. La propriété d’absolue
continuité des deux feuilletages, stable et instable, entraine deux résultats importants.

Lemme 3.4 Pour tout borélien B de F', le terme Lebng(zo)(B) est nul si et seulement si le terme
1
Lebr(m,' (B)) est nul.

Ce lemme prouve que F est de mesure de Lebesgue (sur W}*(z¢)) strictement positive, ce qui
permet de définir la restriction renormalisée de la mesure de Lebesgue sur F', Lebp.

Lemme 3.5 La mesure Lebp est conforme pour la transformation gp : il existe une application
borélienne sur F, J, telle que pour tout borélien B sur lequel g est injective, Lebp(grp(B)) =

I e 97 dLebp.

Le lemme 2.1 prouve que 'application J est Holder sur chaque F;. En posant

L)) =2y e ant(x) € 108 J(¥ 5 (y), on définit un opérateur sur les fonctions L'. De plus, la famille
{L™(1IF)} est bornée dans L, et Comme la boule unité B, est compacte pour la topologie faible
de (L°°, L"), on en déduit I'existence d'une fonction, g, invariante par £ dans L°°. La mesure
définie par du = o dLebp est alors gp-invariante, et équivalente a Lebp. En “épaississant” la
mesure comme dans le lemme 3.2 puis en “dépliant” comme dans le lemme 3.1, on acheve la
preuve du théoreme.
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