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ardue). Je leur exprime toute ma gratitude.

Je souhaite également remercier mes co-auteurs (et d’une façon plus générale les
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Introduction

Je présente ici une synthèse de mes travaux de recherche. D’un point de vue tech-
nique, il s’agit essentiellement de montrer les résultats d’une méthode de construc-
tion de mesures de Gibbs appliquée à divers cadres de systèmes dynamiques hyper-
boliques.

L’aspect technique n’est cependant pas une fin en soi. Il découle d’une certaine
idée intuitive des mesures invariantes dans le cadre hyperbolique.

Dans ce mémoire, nous appellerons système dynamique la donnée d’un ensemble
compact métrique X et d’une application continue f de X dans X. L’orbite d’un
point x est l’ensemble des itérées fn(x), avec n dans N ou dans Z lorsque f est
inversible. La théorie ergodique vise à donner des résultats sur les comportements
statistiques des orbites. Pour ce faire, il est indispensable de trouver des mesures
dites invariantes. Les mesures de Gibbs citées précédemment en sont un exemple.

L’idée sous-jacente à mes travaux de recherche est d’associer (ou d’essayer d’as-
socier) à une mesure invariante un ensemble de points portant les (ou des) propriétés
de la mesure vis à vis de la dynamique. Plus näıvement, il s’agirait de voir la mesure
invariante comme un ensemble de grains de masse. Dans le cadre hyperbolique, ces
grains de masse s’agencent en une structure locale produit, qui semble décorréler la
direction stable et la direction instable. Il demeure cependant une certaine rigidité,
et la connaissance de l’agencement local dans la direction instable redonne globa-
lement la mesure. La méthode de construction met l’accent sur cette rigidité. En
parallèle, j’étudie la façon dont cet agencement local change selon des paramètres
du système.

J’applique cette méthode dans plusieurs cadres. Dans le cadre uniformément
hyperbolique, les outils nécessaires et liés à la structure locale produit sont parfai-
tement bien définis. Dans le cadre non-uniformément hyperbolique, ils sont peu ou
pas ou mal définis. Une part conséquente de mes travaux vise donc à les définir.

Dans le premier chapitre je rappelle quelques généralités sur les systèmes dy-
namiques et la théorie ergodique et donne une définition du cadre uniformément
hyperbolique. Je rappelle la définition des mesures de Gibbs et explique les motiva-
tions pour les construire.

Dans le deuxième chapitre je présente la structure locale produit qui entraine
une certaine décorrélation entre la direction stable et la direction instable. J’expose
la méthode de construction des mesures de Gibbs, dans le cadre uniformément hy-
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perbolique et explique où la rigidité intervient. La méthode est basée sur l’induction
dans un ensemble qui a de bonnes propriétés.

Dans le troisème chapitre, toujours dans le cadre uniformément hyperbolique, je
m’intéresse aux variations des mesures lorsque les paramètres changent, ainsi qu’à
l’étude des propriétés des temps de retour successifs dans un ensemble. Comme
la méthode de construction des mesures utilise l’induction, cette question se pose
naturellement.

Dans un quatrième chapitre, je m’intéresse au cadre non-uniformément hyperbo-
lique. J’introduis les notions d’hyperbolicités mesurée ou topologique. Je construis
ou précise les objets nécessaires à l’application de la méthode, puis je l’applique dans
ces 2 cadres.
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Chapitre 1

Définitions et rappels

Dans ce chapitre je redonne des définitions techniques. Pour ma part, les meilleures
références sont le livre de Katok et Hasselblatt [35] et le livre de Parry [60].

1.1 Théorème ergodique et systèmes conjugués

Soient X un espace compact métrique et f une application continue de X dans
X. Toutes les mesures considérées ici seront des mesures boréliennes.

Définition 1.1.1. Une mesure de probabilité µ est f -invariante (ou invariante par
f) si pour tout borélien B, µ(f−1(B)) = µ(B).

Une mesure de probabilité µ f -invariante est dite ergodique si les boréliens inva-
riants (B = f−1(B)) sont de mesure nulle ou pleine.

L’ensemble des mesures de probabilités f -invariantes sur X sera noté X1(f).

Par la suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüıté, je parlerai de mesures invariantes
sans préciser la transformation. Par construction, l’ensemble X1(f) est compact et
convexe pour la topologie faible* ; les mesures extrémales sont les mesures ergo-
diques.

J’énonce maintenant le théorème ergodique, qui est l’un des théorèmes les plus
importants de cette théorie. Il signifie que pour une observable continue φ, la moyenne
temporelle (prise le long de l’orbite d’un point générique pour la mesure µ) est égale
à la moyenne spatiale (pour la mesure µ) :

Théorème 1.1.1 (Birkhoff voir [14]). Soit (X, f) un système dynamique. Si µ est
une probabilité f -invariante et ergodique, alors pour toute fonction continue φ : X →
R, et pour µ-presque tout point x,

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

φ ◦ fk(x) =

∫
φ dµ. (1.1)
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4 Chapitre 1. Définitions et rappels

Dorénavant, si φ est une fonction continue de X dans R, le terme Sn(φ)(x)
désignera la somme de Birkhoff, φ(x) + . . . φ ◦ fn−1(x).

Si µ est une mesure ergodique, on note Gµ l’ensemble des points génériques pour
la mesure µ. Cet ensemble est composé des points x tels que pour toute fonction
continue φ, l’égalité (1.1) ait lieu. Comme l’ensemble X est un espace métrique
compact, l’ensemble des fonctions continues de X dans R est séparable. Ceci permet
de montrer qu’on a

µ(Gµ) = 1

et donc l’ensemble Gµ n’est pas vide.

Définition 1.1.2. Un système (X, f) est dit transitif si pour tout couple d’ouverts
U et V il existe un entier n tel que l’on ait fn(U) ∩ V 6= ∅.

Le système est dit mélangeant si pour tout couple d’ouverts U et V il existe un
entier n tel que pour tout m ≥ n on ait fm(U) ∩ V 6= ∅.

Si (X, f) est un système dynamique, un point x est dit errant s’il existe un voisi-
nage U 3 x tel que pour tout entier n, on ait fn(U)∩U = ∅. Un point qui n’est pas
errant est dit non-errant. L’ensemble des points non-errants contient évidemment les
points périodiques. Il est aussi facile de vérifier que l’ensemble des points non-errants
contient nécessairement le support de toute mesure de probabilitié f -invariante.

Définition 1.1.3. Soit (X, f) un système dynamique. Un réel ε > 0 est appelé
constante d’expansivité si

(∀n, d(fn(x), fn(y)) ≤ ε) =⇒ x = y.

Un système dynamique (X, f) est dit expansif s’il existe une constante d’expansivité.

Enfin, je rappelle que deux systèmes dynamiques (X, f) et (Y, g) sont dits topo-
logiquement conjugués s’il existe un homéomorphisme h : X → Y tel que

h ◦ f = g ◦ h.

Si l’application continue h est seulement surjective, on dit que le système (Y, g) est
semi-conjugué au système (X, f).

1.2 Systèmes dynamiques uniformément hyper-

boliques

1.2.1 Les deux principaux types

Je présente ici les deux principaux types de systèmes dynamiques uniformément
hyperboliques que j’utiliserai dans les chapitres suivants. Il s’agit des Axiom-A (ou
systèmes uniformément hyperboliques géométriques) et des sous-shifts de type finis
(ou systèmes uniformément hyperboliques symboliques).
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Axiom-A

Soient M une variété riemannienne, compacte, lisse et de dimension finie et
f : M 7→M un C1+α difféomorphisme.

Définition 1.2.1. On dit que f est un Axiom-A s’il vérifie les hypothèses suivantes :

(1) l’ensemble Ω des points non-errants est l’adhérence des points périodiques de
f .

(2) Ω est hyperbolique, c’est à dire que pour tout x de Ω, il existe une décomposition
de l’espace tangent TxM telle que :

(a) TxM = Eu(x)⊕ Es(x) ;

(b) Dfx(E
u(x)) = Eu(f(x)) et Dfx(E

s(x)) = Es(f(x)) ;

(c) il existe un réel λ dans ]0,+∞[ tel que pour tout n ≥ 0 on ait :

‖Dfnx (v)‖ ≤ e−nλ‖v‖ pour tout v ∈ Es(x),

‖Df−nx (v)‖ ≤ e−nλ‖v‖ pour tout v ∈ Eu(x) ;

(d) les applications x 7→ Eu(x) et x 7→ Es(x) sont continues ;

(3) f restreinte à Ω est mélangeante.

L’hypothèse de mélange peut être omise. Toutefois, il existe une partition finie de
Ω (voir [2]) telle que chaque élément Ωi de cette partition (appelé ensemble basique)
soit invariant par une itérée fni de f . En outre, cette itérée fni est mélangeante sur
Ωi.

Je rappelle que pour un Axiom-A, on définit les variétés stables et instables,
globales et locales, associées à un point x de Ω de la manière suivante :

W s(x)
def
= {y ∈M / d(fn(x), fn(y))→n→+∞ 0} ;

W u(x)
def
= {y ∈M / d(f−n(x), f−n(y))→n→+∞ 0} ;

W s
ε (x)

def
= {y ∈M / d(fn(x), fn(y)) ≤ ε ∀ n ∈ N} ;

W u
ε (x)

def
= {y ∈M / d(f−n(x), f−n(y)) ≤ ε ∀ n ∈ N}.

Pour chaque x dans Ω, on a les 2 égalités

TxW
u(x) = Eu(x) et TxW

s(x) = Es(x).

Remarque 1. Les variétés stables et instables sont des variétés immergées qui ont
un espace tangent en chaque point même en des points errants. Ceci définit donc de
façon canonique les directions Eu(x) ou Es(x) pour un point x errant s’il se trouve
sur une variété instable ou stable d’un point non-errant. De plus, il existe un réel
strictement positif ε tel que les propriétés de contraction énoncées au point 2-c de la
définition 1.2.1 soient encore valides pour tout point errant qui est sur une variété
W u
ε (y) ou W s

ε (y), où y est un point non-errant. On en déduit que si y ∈ W s(x), alors

fn(y) se rapproche exponentiellement vite de fn(x) : lim
n→+∞

1

n
log d(fn(x), fn(y)) ≤

−λ. Ceci est aussi valable si y ∈ W u(x) en changeant +∞ par −∞.
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Les variétés stables et instables locales constituent un système de coordonnées
canoniques locales : pour ε suffisament petit il existe ρ > 0 tel que W s

ε (x) ∩W u
ε (y)

consiste en un singleton dès que l’on a d(x, y) ≤ ρ. On note ce point [x, y].
L’application [ . , . ] définie sur {(x, y) ∈ Ω×Ω : d(x, y) ≤ ρ} est continue et à valeurs
dans Ω.

Par la suite on considérera une constante d’expansivité ε0. Les variétés locales
W s
ε0

(x) et W u
ε0

(x) sont alors notées respectivement W s
loc(x) et W u

loc(x). On supposera
que ε0 est suffisamment petit pour que l’application [ . , . ] soit bien définie et pour
que les contractions sur les variétés (in)stables locales décrites dans la remarque 1
aient lieu.

Sous-shift de type fini

Soit A une matrice à p lignes et p colonnes dont les coefficients sont soit 0 soit 1.

Définition 1.2.2. Le sous-shift de type fini unilatère (resp. bilatère) sur un alphabet
fini {0, . . . , p − 1} associé à la matrice A est l’ensemble des suites (xn)n∈N (resp.
(xn)n∈Z) telles que pour tout n,

axnxn+1 = 1.

Dorénavant on parlera de sous-shift de type fini sans préciser la matrice associée.
Généralement les sous-shifts considérés seront bilatères ; la distinction entre les deux
est cependant minime. D’un sous-shift bilatère on récupère trivialement un sous-shift
unilatère par restriction. Inversement, étant donné un sous-shift unilatère, il existe
un unique sous-shift bilatère dont la restriction (unilatère) cöıncide avec le sous-shift
unilatère donné.

La dynamique sur un sous-shift de type fini est celle du décalage σ : si z = (zn),
σ(z) est la suite (z′n) telle que pour tout n (dans N ou Z selon si le sous-shift est
unilère ou bilatère)

z′n = zn+1.

Soit Σ un sous-shift de type fini bilatère et x := (xn)n∈Z et y := (yn)n∈Z deux
points de Σ. On définit

d(x, y) =
1

2n
,

où n est le plus petit entier positif tel que l’on ait xn 6= yn ou x−n 6= y−n.

Lemme 1.2.3. (Σ, d) est un espace métrique compact et 1
2

est une constante d’ex-
pansivité.

Dans un sous-shift de type fini, les feuilles stables ou instables, globales ou locales,
sont définies de la même façon que pour un Axiom-A. Ainsi, la feuille stable d’un
point x = (xn)n∈Z est l’ensemble des points y tels qu’il existe un entier n = n(x, y)
vérifiant

∀m ≥ n xm = ym.
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Le point y est dans W s
loc(x) si n(x, y) ≤ 0. Les feuilles instables se définissent en

“regardant le passé”.
Dans un sous-shift de type fini, le vocabulaire lexical est volontiers utilisé. Un

point est un mot infini (unilatère ou bilatère). Un mot fini ou un cylindre de taille
n − 1, avec n ≥ 1, est l’ensemble de mots dont toutes les lettres sont libres sauf
n lettres consécutives qui elles sont fixées. On s’autorisera aussi à fixer un nombre
infini de lettres.

Notation Dorénavant, un Axiom-A sera noté (M, f) ou (Ω, f) si on souhaite se
retreindre à l’ensemble non-errant. Un sous-shift de type fini sera noté (Σ, σ).

Enfin je rappelle l’un des résultats essentiels : tout Axiom-A est semi-conjugué
à un sous-shift de type fini mélangeant.

Théorème 1.2.1 (Bowen [17]). Soit (M, f) un Axiom-A. Soit Λ l’ensemble des
points non-errant. Il existe un sous-shift de type fini mélangeant, (Σ, s) et une sur-
jection höldérienne Θ : Σ→ Λ tels que

Θ ◦ σ = f ◦Θ.

L’image par la projection du sous-shift sur Ω de tout cylindre de taille 1 est un
rectangle markovien. Je reviendrai sur ce point dans la section 2.1.

1.2.2 Holonomies

Pour des systèmes uniformément hyperboliques, on peut définir les holonomies
stables. Ce sont des projections qui vont d’une feuille instable locale vers une autre
feuille instable locale. Par exemple, lorsque deux feuilles instables locales sont suf-
fisament proches, la structure locale produit [ ; ] permet de définir une application
d’une feuille vers l’autre. Cependant, il n’y a pas un moyen canonique de passer d’une
feuille à une autre comme le montre la figure 1.1 : pour tout point z de W u

loc(y), la
feuille stable globale W s(z) intersecte la feuille instable locale W u

loc(x) une infinité
de fois. Chaque intersection peut être l’image de z par une holonomie.

Ces holonomies joueront un rôle important dans la construction et les propriétés
des mesures de Gibbs. Dans certain cas, elles ont une interprétation géométrique.

1.3 Formalisme thermodynamique et mesures de

Gibbs

La meilleure référence semble être le livre de Bowen [17] pour cette partie. Les
énoncés sont présentés ici dans le cadre Axiom-A mais sont également valables pour
les sous-shifts de type finis.
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feuilles stables

W u
loc(x)

W u
loc(y)

holonomies locales

1 holonomie

Fig. 1.1 – Quelques holonomies

1.3.1 Définitions

On considère un Axiom-A (M, f).

Définition 1.3.1. Soit φ une fonction continue de M dans R, qu’on appellera poten-

tiel (ou aussi observable). La quantité sup
M1(f)

{
hν(f) +

∫
φ dν

}
s’appelle la pression

du système associée à φ. On la note P(φ).
Si µ est une mesure f -invariante, on appelle pression de µ associée à φ, ou tout

simplement µ-pression lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté, la quantité

hµ(f) +

∫
φ dµ

On dit alors que la mesure µ est une mesure d’équilibre associée à φ si on a

hµ(f) +

∫
φ dµ = sup

M1(f)

{
hν(f) +

∫
φ dν

}
.

Je rappelle que hµ(f) est l’entropie de la mesure µ. En physique statistique,
le terme hµ(f) +

∫
φ dµ correspond à l’énergie libre. Une mesure d’équilibre maxi-

mise donc cette quantité. Si le système a une constante d’expansivité (et une telle
constante existe dans le cas Axiom-A), alors l’entropie métrique est semi-continue
supérieurement (en fonction de la mesure). Ceci assure l’existence d’une mesure
d’équilibre. En effet, considérons une suite (µn) de mesures telles que la quantité

hµn(f) +

∫
φ dµn

converge vers P(φ). Soit µ un point d’accumulation de (µn) pour la topologie faible*.
La semi-continuité supérieure donne

hµ(f) ≥ lim sup
n→+∞

hµn(f),
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et donc on obtient

P(φ) ≥ hµ(f) +

∫
φ dµ ≥ lim sup

n→+∞
hµn(f) + lim

n→+∞

∫
φ dµn = P(φ).

Ainsi, µ est une mesure d’équilibre. On voit que l’hypothèse “φ continue” est essen-
tielle pour que l’argument de limite pour la topologie faible* fonctionne.

Définition 1.3.2. Soit ε un réel plus petit que la constante d’expansivité ε0. Une
mesure µ est dite mesure de Gibbs pour le potentiel φ s’il existe deux constantes
P (φ) et Cφ,ε telles que, pour tout x on ait

e−Cφ,ε ≤ µ(Bn(x, ε))

eSn(φ)(x)−nP (φ)
≤ eCφ,ε , (1.2)

où Bn(x, ε) est la boule de Bowen,
n−1⋂
k=0

f−k(B(fk(x), ε)).

Théorème 1.3.1 (voir [17]). Soit (M, f) un Axiom-A. Soit φ un potentiel höldérien.
Il existe une unique mesure d’équilibre pour (M, f) associée à φ. Cette mesure est
également l’unique mesure de Gibbs µφ associée à φ, et le réel P (φ) est la pression
P(φ).

Il faut bien séparer les notions de mesure d’équilibre et de mesure de Gibbs,
même si dans le cas uniformément hyperbolique elles cöıncident. En effet, ceci n’est
pas nécessairement le cas pour d’autres systèmes. Pour voir l’intérêt des mesures de
Gibbs dans le cadre Axiom-A, considérons une mesure ergodique µ et notons Pµ(φ)
sa pression pour le potentiel φ. Le théorème de Brin-Katok (version topologique du
théorème de Shannon McMillan Breiman, voir [52]) assure que pour tout 0 < ε < ε0

et pour µ-presque tout x on a

lim
n→+∞

1

n
log µ(Bn(x, ε)) = hµ(f).

D’autre part, le théorème ergodique donne lim
1

n
Sn(φ)(x) =

∫
φ dµ, pour µ-presque

tout x. On en déduit que pour µ-presque tout point x, pour tout η > 0 et pour tout
n suffisamment grand on a :

e−nη ≤ µ(Bn(x, ε))

eSn(φ)(x)−nPµ(φ)
≤ enη, (1.3)

En rapprochant (1.2) et (1.3) il apparâıt que les mesures des boules dynamiques de
Bowen dans le cas des mesures de Gibbs sont plus précises que pour une mesure
ergodique quelconque.

Remarque 2. Si un compact métrique invariant et mélangeant possède une mesure
de Gibbs pour le potentiel φ, alors celle-ci est l’unique mesure d’équilibre sur le
compact pour le potentiel φ.
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Il est important de noter que dans le théorème 1.3.1, le potentiel φ est supposé
höldérien alors que pour prouver l’existence d’une mesure d’équilibre, la continuité
du potentiel est suffisante. L’hypothèse de régularité est nécessaire pour construire
les mesures de Gibbs (en utilisant la théorie de l’opérateur de transfert). Cette
hypothèse sur φ peut cependant être affaiblie.

L’hypothèse minimale dans la démonstration du théorème 1.3.1 est qu’il existe
une constante Cφ telle que si x et y sont sur la même feuille stable locale W s

loc(x),
alors on a

+∞∑
n=0

|φ ◦ fn(x)− φ ◦ fn(y)| ≤ Cφ,

et si z est sur W u
loc(x), alors on a

+∞∑
n=0

∣∣φ ◦ f−n(x)− φ ◦ f−n(z)
∣∣ ≤ Cφ.

Remarque 3. Du fait de la contraction exponentielle le long des feuilles stables
(par itérations positives) et instables (par itérations négatives), si φ est höldérienne,
alors elle vérifie cette hypothèse minimale. On dit qu’elle est à variations sommables
le long des feuilletages.

1.3.2 Motivations pour construire les mesures de Gibbs

Si les mesures de Gibbs sont parfaitement bien définies et comprises dans le cadre
uniformément hyperbolique, ce n’est pas le cas pour les systèmes non-uniformément
hyperboliques. Je rappelle ici quelques propriétés liées à ces mesures qui justifient
leur intérêt et ce qu’elles apportent à la compréhension du système sur lequel elles
sont définies. En particulier, cela explique pourquoi on cherche à les construire pour
les systèmes non-uniformément hyperboliques.

Le cadre est celui des systèmes uniformément hyperboliques présentés aupara-
vant. Dès qu’il s’agit de propriétés géométriques le cadre est évidement celui des
Axiom-A plutôt que celui des sous-shifts de type fini.

Trouver de “bonnes” mesures invariantes

L’ensemble des mesures de probabilités invariantes pour f , M1(f), est un en-
semble “trop gros”. Il est en effet facile de construire des mesures invariantes : soit
x un point de Ω. On note δx la masse de dirac en x. On pose ensuite

µn :=
1

n

∑
k<n

δfk(x).

Tout point d’accumulation pour la topologie faible* de la suite (µn)n est un élément
de M1(f). Cependant, un tel point d’accumulation n’est pas nécessairement ergo-
dique et donc ne satisfait pas à l’hypothèse du théorème ergodique.
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Vouloir restreindre les études à de “bonnes mesures” est donc une démarche nor-
male. Il n’existe pas de définition précise et unique de ce qu’est une bonne mesure.
Les mesures ergodiques forment certainement le plus gros ensemble de ce qu’on pour-
rait appeler des bonnes mesures (et donc la classe minimale au sens des contraintes).
Mais cet ensemble est encore trop gros pour être compris. On cherche donc à essayer
de le structurer, donc à augmenter les contraintes. S’intéresser aux mesures de Gibbs
est une façon d’augmenter ces contraintes, qui, de plus, cöıncide avec des réalités
physiques.

Enfin, puisque nous savons construire de telles mesures pour certains systèmes, il
est naturel d’étudier si elles existent encore, pour des systèmes avec des hypothèses
plus faibles (par exemple les systèmes non-uniformément hyperboliques). Cette ques-
tion est d’ailleurs loin d’être simple.

Des mesures qui portent des informations

Pour certains potentiels, les mesures de Gibbs donnent des informations sur le
système. Ainsi, pour φ ≡ 0, la mesure de Gibbs est la mesure qui maximise l’entropie.

Soit Ju le jacobien instable, c’est à dire le jacobien de Df|Eu . Pour φ ≡ − log Ju

et si P(φ) = 0, la mesure est dite mesure de Sinai-Ruelle-Bowen (SRB en abrégé).
Une telle mesure a des propriétés importantes. Pour les énoncer je dois d’abord
introduire les notions de partitions mesurables et de mesures conditionnelles.

Définition 1.3.3. Soit (X,B,m) un espace de Lebesgue. Soient ξ une partition de
X et mξ la mesure de probabilité projection de m sur l’espace quotient X/ξ. La
partition ξ est dite mesurable si, modulo un ensemble négligeable pour mξ, l’espace
quotient est séparé par un ensemble dénombrable d’ensembles mξ-mesurables.

Théorème 1.3.2 (Rohlin voir [67] ou [59]). Soient (X,T ) un système dynamique,
µ une mesure de probabilité T -invariante et ξ := (ξi)i∈I une partition mesurable.

Alors il existe un système de mesures conditionelles (µi)i∈I et une mesure µt tels
que

(i) chaque µi est une probabilité à support dans ξi,

(ii) la mesure µt est définie sur l’espace quotient X/ξ

(iii) pour tout borélien A, on a l’égalité µ(A) =

∫
µi(A) dµt.

Dans le cas d’un système dynamique hyperbolique, F. Ledrappier et J.M. Strel-
cyn (voir [38]) construisent des partitions mesurables subordonnées aux feuilles in-
stables :

1. chaque ξu est un ouvert d’une feuille instable locale W u
loc,

2. pour presque tout x, f(ξu(x)) contient ξu(f(x)).

Ainsi, l’espace transverse s’apparante localement à une feuille stable locale. Par la
suite, µux désignera la mesure conditionelle (on dit aussi désintégrée) sur W u

loc(x) et
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µs désignera la mesure transverse. Le théorème 1.3.2 ressemble alors à un théorème
de Fubini local (voir Figure 1.2) : pour intégrer 1IA par rapport à µ, on l’intègre sur
chaque feuille W u

loc(x) par rapport à la mesure µux et on intègre verticalement par
rapport à la mesure µs.

µs

A

µu
x

Fig. 1.2 – mesures conditionnelles

Définition 1.3.4. Soit (M, f) un Axiom-A. Soit ξu une partition mesurable subor-
donnée au feuilletage instable. Pour x dans Ω on note Lebux la mesure riemannienne
sur W u(x). Soit µ une mesure f -invariante et (µux) son système de mesures condi-
tionnelles associée à ξu. La mesure µ est dite SRB si pour µ-presque tout x, µux est
absolument continue par rapport à Lebux sur l’ouvert ξu(x).

Remarque 4. Avec une telle définition, la notion de mesure SRB s’étend automa-
tiquement dès lors qu’on dispose des feuilles instables et de partitions mesurables
subordonnées à ce feuilletage.

Ces mesures SRB ont attiré une attention particulière ces quinze dernières
années car leur ensemble générique est de mesure de Lebesgue positive, c’est à
dire qu’il peut être “physiquement” observé, même si la mesure est singulière par
rapport à la mesure de Lebesgue.

Définition 1.3.5. Une mesure f -invariante µ est dite mesure physique, s’il existe
un ensemble de mesure de Lebesgue positive Λ tel que pour tout x dans Λ et pour
toute fonction continue φ,

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

φ ◦ fk(x) =

∫
φ dµ.

Une mesure SRB est donc une mesure physique.
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Mesures d’équilibre et mesure maximisant une observable

L’étude de l’optimisation est devenue un domaine de recherche très actif en
théorie ergodique différentiable depuis le début des années 2000. Il s’agit de trouver
une ou des mesures qui maximise(nt) une observable. Étant donné φ : M → R
continue, on pose

l = l(φ) := sup
µ∈M1(f)

∫
φ dµ,

et on cherche une ou des mesures µ vérifiant

∫
φ dµ = l. On dit qu’une telle mesure

maximise φ.
Les mesures de Gibbs permettent de répondre, en partie, à ce problème. Par

définition, la fonction pression t 7→ P(tφ) est convexe. Sa pente est donc croissante.
On a trivialement, P(tφ) ≤ htop(f) + tl, ce qui signifie que la pente de t 7→ P(tφ)
est majorée par l. Cette pente admet donc une limite lorsque t tend vers +∞.

Soient 0 < ε proche de 0 et, µε, une mesure telle que l’on ait

∫
φ dµε > l − ε.

Pour tout t, on a

P(tφ) ≥ hµε(f) + t

∫
φ dµε ≥ t(l − ε).

Ainsi la pente de la pression converge vers l lorsque t tend vers +∞. Si de plus φ
est supposée höldérienne, alors pour tout t, il existe une unique mesure d’équilibre
µt pour le potentiel tφ. On a alors :

Lemme 1.3.6 (voir [26]). Tout point d’accumulation pour la famille µt lorsque t
tend vers +∞ est une mesure qui maximise φ.

Mesure d’équilibre et dimension instable

Lorsque la direction dilatante est de dimension 1, les mesures de Gibbs four-
nissent d’autres informations métriques1 sur le système. On s’intéresse aux mesures
d’équilibres pour la famille de potentiels −t log Ju, t ∈ R. Comme log Ju est uni-
formément minoré sur Ω par une constante strictement positive, la fonction continue
t 7→ P(t) := P(−t log Ju) est décroissante et tend vers −∞ lorsque t tend vers +∞.
Il existe donc une unique valeur δu de t qui annule la pression pour la famille de
potentiels −t log Ju. Cette valeur vérifie :

Théorème 1.3.3 (Mc Cluskey & Manning voir [55]). Soit (M, f) un Axiom-A. Soit
Ω l’ensemble des points non-errants. On suppose que le fibré Eu est de dimension 1.
Alors, pour tout point x de Ω le réel δu est la dimension de Hausdorff de l’ensemble
Ω ∩W u

loc(x).

Remarque 5. Dans ce cas, la mesure est SRB si et seulement si δu = 1.

1Ce terme prête parfois à confusion car on parle aussi d’entropie métrique. Il peut donc désigner
des propriétés en rapport avec la mesure ou avec la distance. Ici il s’agit des propriétés liées à la
distance.
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Mesure de Gibbs et flot horocyclique

Comme cité précédemment, les mesures de Gibbs ont une propriété géométrique
forte : j’explique ici comment l’agencement dans la direction instable entrâıne l’agen-
cement globalement.

Cette rigidité est liée à l’unique ergodicité du flot horocyclique. Dans le cas de
la dimension 2 et, pour un flot Axiom-A sur une surface compacte, les holonomies
stables correspondent au flot horocyclique. Un théorème de H. Furstenberg (voir
[30]) stipule que ce flot horocyclique est uniquement ergodique. Dans notre cadre,
l’unique ergodicité se manifeste de la façon suivante : prenons une partition mesu-
rable subordonnée au feuilletage stable et équipons chaque atome de cette partition
d’une mesure νux . L’ensemble (νux ) des mesures ainsi obtenues sera appelé système
de mesures transverses. On s’intéresse alors aux propriétés de quasi-invariance de
ces mesures par les holonomies. Si φ est une fonction Höldérienne, et si hs est une
holonomie bi-mesurable de W u

loc(x) dans W u
loc(y), la quasi-invariance s’exprime par

la relation
dνuy (hs(ξ)

dνux (ξ)
= exp

(
+∞∑
k=0

φ ◦ fk ◦ hs(ξ)− φ ◦ fk(ξ)

)
. (1.4)

Le cas φ ≡ 0 est celui de l’invariance.

Théorème 1.3.4 (Bowen & Marcus voir [18], Haydn voir [32]). À une constante
multiplicative près, il existe un unique système de mesures transverses {νu} vérifiant
(1.4) et tel que pour chaque x, νux (W u

loc(x)) soit fini. Ce système est équivalent au
système de mesures conditionelles {µuφ,x} associé à l’unique mesure de Gibbs µφ,
c’est à dire, pour chaque x, les mesures νux et µuφ,x sont équivalentes sur l’atome
ξu(x).

Dans [18], R. Bowen et B. Marcus ont montré le cas φ ≡ 0. Le cas général a
été démontré par N. Haydn dans [32]. Leurs preuves utilisaient fortement le codage
donné par le théorème 1.2.1. J’en donnais une nouvelle preuve dans [41], comme
application de la méthode de construction qui n’utilise pas la partition de Markov
finie.

Mesures d’équilibre et grandes déviations

H. Comman dans [25] et A.O. Lopes dans [50] montrent que la densité des me-
sures de Gibbs et/ou des mesures d’équilibres parmi les mesures invariantes permet
d’avoir beaucoup de résultats de grandes déviations.

L’étude des grandes déviations consiste à estimer la quantité de points qui ont
un comportement atypique lors d’une convergence.

D’après le théorème ergodique, si µ est ergodique et si φ est une fonction continue,
alors pour µ-presque tout point x on a :

lim
n→+∞

1

n
Sn(φ)(x) =

∫
φ dµ.
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Dans ce cadre, les grandes déviations consistent (par exemple) à regarder en fonction
de η la distribution asymptotique (lorsque n tend vers +∞) selon µ des points x
tels que l’on ait

Sn(φ)(x)− n
∫
φ dµ ∼ nη.

Je reviendrai sur ce point à la section 3.2.
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Chapitre 2

Structure locale produit et
construction de mesures de Gibbs

Ce chapitre se réfère à l’article [41].

2.1 Méthode de construction

Elle apparâıt dans ma thèse (voir [39]) et est publiée dans [41]. Je l’énonce ici
dans un contexte uniformément hyperbolique mais l’objectif est de l’adapter au
cadre non-uniformément hyperbolique (voir chapitre 4).

On considère un système uniformément hyperbolique, (Λ, f)

Définition 2.1.1. Un ensemble fermé R est dit rectangle si pour tout x et pour tout
y dans R, W u

loc(x) ∩W s
loc(y) est un singleton noté [x, y] qui est encore dans R.

Le rectangle R est dit markovien si pour tout x dans R ∩ f−n(R) avec n > 0 on a

W u
loc(f

n(x)) ∩R ⊂ fn(W u(x) ∩R), et fn(W s(x) ∩R) ⊂ W s
loc(f

n(x)) ∩R.

Dans le cas uniformément hyperbolique, il existe une partition de l’ensemble en
rectangles markoviens (voir théorème 1.2.1).

Pour un tel rectangle R, on fixe une feuille instable F := W u
loc(x0) ∩ R. La

structure “rectangle” permet de définir une projection de R sur F , en posant

πF (y) := [x0, y].

On définit sur R l’application premier retour dans R notée g, par

g(y) := f r(y)(y) où r(y) := min{n > 0, fn(y) ∈ R}.

La composée πF ◦ g sera notée gF . Même si les 2 applications g et gF ne sont pas
définies partout (il existe des points qui ne reviennent jamais dans R), les branches

17
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fn(x)

W s
loc(y)

W u
loc(x)

x

y

[x, y]

fn(R)

Fig. 2.1 – Rectangle markovien

inverses de gF sont quant à elles parfaitement bien définies. En particulier tous les
points de F ont une infinité dénombrable de préimages par gF mais ils ont tous la
“même infinité” : pour y1 et y2 dans F , si y′1 est une préimage de y1 par gF , alors il
existe une unique préimage de y2 par gF , notée y′2, telle que pour tout 0 ≤ n ≤ r(y′1)
on ait

d(fn(y′1), fn(y′2)) ≤ ε0.

Pour y dans R, posons r(y) = n. L’hyperbolicité donne les inégalités suivantes :

|df−n(fn(y))|Eu| ≤ e−nλ
u

, |dfn(y)|Es| ≤ e−nλ
s

; (2.1)

ainsi l’application gF de F dans F est une transformation dilatante avec une infinité
de branches. L’opérateur de transfert se définit comme suit :

Définition 2.1.2. Soient Z un réel, φ un potentiel höldérien défini sur M , y un
point de F et T une application continue de F dans R. Si y′ une préimage de y

pour l’application gF , on pose ω(y′) =
+∞∑
k=0

φ ◦ fk(g(y′))− φ ◦ fk(y).

On appelle alors opérateur de transfert (parfois opérateur de Ruelle-Perron-
Frobenius) l’opérateur LZ qui associe à T la fonction définie par :

LZ(T )(y) =
∑

gF (y′)=y

eSr(y′)(φ)(y′)−r(y′)Z+ω(y′)T (y′).

Lorsqu’il converge (c’est ce que permet de contrôler le paramètre Z) cet opérateur
préserve les fonctions continues. Comme R est fermé et markovien, l’opérateur ad-
joint agit sur les mesures. On utilise ensuite la théorie classique (voir [17] ou [6]) pour
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construire une mesure d’équilibre sur F pour le potentiel Sr(.)(φ)(.)− Z.r(.) + ω(.).
Je qualifie cette mesure νZ d’équilibre local.

Plus précisément, le théorème de Schauder-Tychonov donne une mesure τZ telle
que

L∗Z(τZ) = λZτZ .

Par ailleurs, l’opérateur LZ agit de façon quasi-compact sur un certain sous-
espace des fonctions continues. Ce sous-espace est moralement équivalent à l’en-
semble des fonctions höldériennes, même si la métrique est sensiblement différente
et plus adaptée à la dynamique. Ainsi, le théorème de Ionescu-Tulcea & Marinescu
montre que le réel λZ est le rayon spectral de LZ et il existe une unique fonction ϕZ
vérifiant ∫

ϕZdτZ = 1 et LZ(ϕZ) = λZϕZ .

La mesure νZ se définit par dνZ = ϕZdτZ .

Remarque 6. La méthode nécessite juste l’existence d’un tel espace de Banach
invariant sur lequel LZ agit de façon quasi-compact. Le fait qu’ici il s’agisse des
fonctions avec une régularité Hölder n’est pas primordial, même si cela rend les
calculs plus faciles.

La rigidité annoncée en préambule ce manifeste ici : du fait de la contraction dans
la direction stable, l’extension naturelle du système mesuré (F, gF , νZ) est (R, g, ν̂Z)
(voir [39, 41]) et ν̂Z est un équilibre local pour le potentiel Sr(.)(φ)(.)−Z.r(.). Enfin,
pour Z assez grand, on peut déplier la mesure ν̂Z , c’est à dire, il existe une probabilité
f -invariante mZ telle que ν̂Z soit la mesure conditionnelle mZ(.|R). On espère alors
retrouver parmi ces mesures une/la mesure d’équilibre pour φ.

L’élégance de cette méthode, à mon avis, réside dans sa simplicité et sa puissance.
Toute cette machinerie fonctionne en étudiant seulement un rayon de convergence
d’une série entière et en situant le paramètre e−Z à l’intérieur du disque de conver-
gence.

Dans [24] je montre avec J.R. Chazottes que le paramètre critique Zc est la
pression du système troué pour le potentiel φ : le système troué est composé de
l’ensemble des orbites qui ne rencontrent jamais R et Zc est la pression de ce système
dynamique pour le même potentiel φ. Cette pression est par définition inférieure à
la pression du système global, P(φ). Le point clé est de savoir si on a l’inégalité
stricte Zc < P(φ). Il se trouve que cette propriété est équivalente à l’unicité de
l’état d’équilibre pour φ (voir [19]). Si cette propriété est vérifiée, l’unique mesure
d’équilibre µφ est la mesure mP(φ).

Le fait que la valeur du paramètre qui redonne la mesure d’équilibre soit Z =
P(φ) n’est pas un hasard. Une façon classique de construire la mesure µφ consiste à
montrer que la suite de mesures

µn :=

∑
x=fn(x) e

Sn(φ)(x)δx∑
x=fn(x) e

Sn(φ)(x)
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converge vers µφ. Dans cette expression, tous les points périodiques de période n
contribuent seulement en fonction de leur somme Sn(φ). L’opérateur pour l’induc-
tion, LZ , donne au point périodique x de période n une contribution en fonction de
Sn(φ)(x)− an(x) log λZ , où an(x) est le nombre de retours dans R entre les temps 0
et n−1. La pression locale, c’est à dire le logarithme du rayon spectal de l’opérateur
LP(φ), est nulle lorsque le paramètre vérifie Z = P(φ). C’est donc la seule valeur qui
permet de ne pas faire intervenir ces nombres de retours différents.

Remarque 7. A contrario, si le logarithme du rayon spectral tend vers ±∞, on
donne une influence “infinie” aux différents retours. Ceci sera utilisé au chapitre 3.

Afin d’appliquer cette méthode à d’autres systèmes hyperboliques, en particu-
lier aux systèmes non-uniformément hyperboliques, je résume ici les ingrédients
nécessaires :

Trouver un rectangle fermé et markovien avec des temps de premier
retour hyperboliques pour que les relations de l’équation (2.1) soient
satisfaites.

2.2 Comparaison avec d’autres méthodes

Dans le cas des systèmes uniformément hyperboliques la méthode de Bowen (voir
[17]) permet de construire des mesures de Gibbs. Cette méthode utilise fortement
l’existence d’une partition finie en rectangles markoviens. Pour des systèmes non-
uniformément hyperboliques cette propriété n’est plus nécessaiement vraie. Plusieurs
voies ont été explorées pour construire, dans ce cadre, des mesures d’équilibre.

Je souhaite faire avant tout mettre en avant la similitude de ces méthodes. Il est
remarquable qu’elles reposent toutes sur la même idée : itérer suffisament de fois
l’application pour récupérer de l’hyperbolicité.

Les différences entre ces méthodes et la mienne reposent parfois sur le simple fait
que les systèmes étudiés ne sont pas les même. Par ailleurs, ma méthode permet de
construire des mesures d’équilibre pour une large gamme de potentiels et, de faire
varier la température (voir sous-sous-section 1.3.2 et les sections 3.1 et 3.3). Ceci
n’est pas le cas pour les autres méthodes présentées ici à part la dernière.

Tours de Young C’est une méthode due à L.S Young apparue environ en même
temps que la mienne et de manière indépendante (voir [70]). Le système est remplacé
par un ensemble de tours au dessus de la base. L’idée clé est de s’affranchir de la
structure “rectangle markovien” de cette base en considérant un temps de retour
qui n’est pas nécessairement le premier. Cette idée était réellement une nouveauté
à l’époque. Ne pas considérer le premier retour dans la base des tours, permet de
prendre pour base à peu près tout sous-ensemble raisonnable. “La” mesure inva-
riante est d’abord construite pour ce système de tours et, moyennant l’hypothèse
d’intégrabilité du temps de retour, elle permet d’en construire une autre sur le
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système initial. En théorie la méthode s’applique pour des potentiels généraux si on
arrive à construire une mesure sur la tour conforme pour le potentiel (voir [71]). En
pratique, la méthode est essentiellement utilisée pour construire des mesures SRB
(donc pour le potentiel φ ≡ − log Ju). Elle s’applique pour les attracteurs Axiom-A,
les applications hyperboliques par morceaux, les billards avec des obstacles convexes,
les applications unimodales et les attracteurs de Hénon. C’est donc une méthode très
puissante.

La méthode de Young est moins utilisée pour des potentiels plus généraux car
elle ne permet pas de construire les mesures conformes pour le potentiel. Lorsque le
potentiel vaut − log Ju, les mesures conformes sont les mesures de Lebesgue instables
Lebu qui nous sont données par la structure riemannienne des variétés instables. Pour
d’autres potentiels elles sont inconnues et a priori singulières par rapport à Lebu.
Dans ma méthode c’est ici que l’adjoint de l’opérateur de transfert joue un rôle. Les
hypothèses du rectangle fermé et markovien interviennent aussi à ce niveau (comme
je l’ai déjà signalé précédemment).

Méthodes avec schémas induits Récemment et pour des systèmes uni-dimensionnels
et non-uniformément hyperboliques, plusieurs travaux de H. Bruin& M. Todd (voir
[21]) ou Y. Pesin & S. Senti (voir [63]) utilisent des méthodes similaires d’induc-
tion. Tout comme la méthode des tours de Young, ces techniques ne considèrent pas
nécessairement le premier temps de retour dans l’ensemble.

Elles utilisent fortement le caractère uni-dimensionnel du système, qui simplifie
la géométrie. Inversement elles permettent d’étudier des classes de systèmes très
complexes comme les application multimodales de l’intervalle.

Les potentiels étudiés sont du type −t log |f ′| avec t dans un intervalle borné ;
une fois encore c’est le caractère géométrique de − log |f ′| qui est utilisé.

Méthode de Oliveira Dans [56], K. Oliveira introduit une nouvelle méthode. Elle
concerne les endomorphismes non-uniformément dilatants qui admettent une parti-
tion de Markov finie (ce qui est déjà une différence avec les autres méthodes). Sur
certaines pièces de la partition l’application est uniformément dilatante, sur d’autres
elle peut contracter mais modérément. La méthode donne une mesure d’équilibre
pour des potentiels avec des “petites” variations. La mesure obtenue n’est pas une
mesure de Gibbs mais seulement une mesure de Gibbs non lacunaire : l’encadrement
(1.2) n’est valable que pour une suite non-lacunaire (ie lim

n→+∞

un+1

un
= 1) d’entiers

un.

Le potentiel φ étudié doit être à variation globale faible : la quantité

maxφ−minφ

doit être bornée par une constante K qui dépend du système. Cela interdit en
particulier d’étudier les potentiels du type t.φ et de faire tendre t vers +∞.
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Méthode sans décorrélation stable-instable V. Baladi, S. Gouëzel, C. Live-
rani et M. Tsujii utilisent une méthode de construction des mesures de Gibbs qui ne
nécessite pas de projeter dans la direction instable. Elle n’utilise pas non plus l’in-
duction. L’opérateur de transfert agit sur un espace B de distributions. Un élément
φ de B est une fonction régulière (voire C∞) sur la grassmannienne des sous-espaces
de dimension ds du fibrés tangent TM . C’est-à-dire pour un point x de M et pour
un sous-espace de dimension ds dans TxM , E(x), on sait définir φ(x,E(x)) ∈ R.

La méthode est très sophistiquée et nécessite de travailler avec des feuilletages
“admissibles”. Définie dans le cadre uniformément hyperbolique elle s’étend au cas
des billards ou des applications lisses par morceaux. Je renvoie le lecteur aux articles
[31], [8] et [7].

Il n’y a apparemment pas d’obstruction à considérer des potentiels en tφ et de
faire tendre t vers +∞. Il serait d’ailleurs intéressant de voir si cette méthode permet
de (re)trouver la convergence des mesures de Gibbs à température 0 (voit section
3.1).

2.3 Structure locale produit et décorrélation stable-

instable

Considérons un Axiom-A (M, f) et une mesure ergodique µ. Du fait de la conver-
gence exponentielle le long des feuilles stables, l’ensemble générique Gµ est fibré par
ces feuilles stables.

Théorème 2.3.1 (Manning voir [54]). Soit M une variété riemannienne compact
et lisse de dimension 2. Soient f un Axiom-A sur M et µ une mesure de probabilité
f -invariante et ergodique. Soient Gµ son ensemble générique, hµ(f) son entropie et
λuµ :=

∫
log |Df|Eu|dµ son exposant de Lyapunov instable.

Alors pour tout x de l’ensemble non-errant Ω, la dimension de Hausdorff de
Gµ ∩W u

loc(x) est le réel δu défini par l’égalité

hµ(f) = λuµ.δ
u. (2.2)

Ce théorème stipule qu’un objet lié à la mesure µ a une propriété métrique (sa
dimension de Hausdorff) reliée à la dynamique.

À ma connaissance, ce théorème n’a jamais vraiment été étendu, ni au cas de la
dimension supérieure, ni au cas des systèmes non-uniformément hyperboliques. Le
résultat qui s’en rapproche le plus est dû à F. Ledrappier & L.S. Young ([36, 37])
dans le cadre général de la théorie de Pesin (voir plus loin).

Théorème 2.3.2 (Ledrappier-Young voir [36]). Soient M une variété riemannienne
compacte lisse et de dimension finie, f un C1+α-difféomorphisme et µ une mesure
hyperbolique (voir définition 4.1.1). Alors on a

hµ(f) =
∑

δµ,iλ
+
µ,i, (2.3)



2.3. Structure locale produit et décorrélation stable-instable 23

où λµ,i est le i-ème exposant de Lyapunov, et λ+ := max(λ, 0).

Dans cette formule, seul le δµ,1 associé au plus grand exposant de Lyapunov
représente une dimension. Les autres δµ,i sont analogues à une dimension de Haus-
dorff, mais sont en fait des différences de dimensions.

Dans le cas d’un Axiom-A et si la direction instable est de dimension 1 le
théorème 2.3.2 équivaut au théorème 2.3.1. Plus généralement, si tous les expo-
sants de Lyapunov strictement positifs sont égaux, alors le théorème 2.3.2 étend le
théorème 2.3.1. Mais dès lors qu’il y a plusieurs exposants de Lyapunov strictement
positifs, les dimensions intermédiaires δµ,i ne sont pas identifiées à des dimensions
de Hausdorff d’ensembles dynamiques.

Ces deux résultats montrent une certaine décorrélation entre la direction stable
et la direction instable. Le désordre généré par f ne se voit que dans la direction
instable, et le désordre généré par f−1 ne se voit que dans la direction stable. Cette
décorrélation semble induire une structure produit, corroborée par la formule de
la dimension. Celle-ci a été établie par F. Ledrappier & L.S. Young ([36, 37]) qui
montrent une inégalité et L. Barreira & Y. Pesin & J. Schmeling [10, 11] qui montrent
l’autre inégalité :

Théorème 2.3.3 (Ledrappier-Young et Barreira-Pesin-Schmeling). Soient M une
variété riemannienne compacte lisse et de dimension finie, f un C1+α-difféomorphisme
et µ une mesure hyperbolique. On note δµ,i,u les réels qui apparaissent dans le
théorème 2.3.2 et δµ,j,s ceux qui apparaissent lorsqu’on applique le théorème 2.3.2 à
f−1. On pose

δuµ =
∑
i

δµ,i,u et δsµ =
∑
j

δµ,j,s.

Alors pour µ-presque tout x, lim
ε→0

log(µ(B(x, ε)))

log(ε)
= δuµ + δsµ.

Dans le cadre Axiom-A, et pour les mesures de Gibbs, on a un résultat plus fin :

Théorème 2.3.4 (Leplaideur voir [41]). Soient (M, f) un Axiom-A, φ une fonction
höldérienne de M dans R et µφ la mesure de Gibbs associée à φ. Soit x un point
de l’ensemble non-errant Ω. Soient R un rectangle markovien contenant x et µuφ,x et
µsφ,x les mesures désintégrées de µφ respectivement sur W u

loc(x) ∩R et W s
loc(x) ∩R.

Alors sur R les deux mesures µφ et µuφ,x ⊗ µsφ,x sont équivalentes.



24 Chapitre 2. Structure locale produit et construction de mesures de Gibbs



Chapitre 3

Applications au cas uniformément
hyperbolique

Ce chapitre se réfère aux articles [24], [43], [44] et [49].

3.1 Mesures maximisantes

Dans cette section je m’intéresse aux mesures maximisantes dans le cadre d’un
sous-shift de type fini. Soit φ une fonction localement constante. Pour β dans R, on
note µβ l’unique mesure de Gibbs associée à βφ.

Dans [20], J. Brémont montre que les mesures µβ convergent lorsque β tend vers
+∞ vers une mesure µ qui est une mesure maximisante pour φ. Le point nouveau
dans ce résultat est la convergence des mesures car tout point d’accumulation doit
être une mesure maximisante (voir précédemment).

La preuve de Brémont est très courte mais présente trois inconvénients. Elle n’est
pas dynamique (et un peu opaque), elle ne s’adapte pas à l’étude de la convergence
d’autres mesures de Gibbs et ne dit pas quelle est la mesure limite.

En reprenant les notations de la section 2.1, la mesure de Gibbs µβ est la mesure
mP(βφ). C’est à partir de cette observation et en étudiant l’opérateur LZ que j’ai
démontré :

Théorème 3.1.1 (Leplaideur, [43]). Soient (Σ, σ) un sous-shift de type fini mélangeant,
ψ une application Hölder, φ une application localement constante et µψ+βφ l’unique
mesure de Gibbs associée à ψ + βφ.

Alors la famille de mesure µψ+βφ converge lorsque β tend vers +∞ vers une
mesure µ. De plus, celle-ci vérifie

1.

∫
φ dµ = max

M1(σ)

∫
φ dν.

2. µ est une mesure de pression maximale pour ψ parmi les mesures maximisantes
pour φ.

25
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La preuve est plus longue que celle de J. Brémont et assez technique. Elle n’utilise
cependant que les outils dynamiques usuels et en particulier l’opérateur LZ (pour un
bon potentiel). Il faut noter que dans ce cas la technique de J. Brémont ne s’applique
pas du fait de la présence du potentiel supplémentaire ψ. Ce potentiel sera d’ailleurs
utilisé ultérieurement.

Proposition 3.1.1 (voir [26, 51, 16, 34]). Soient (X,T ) un système dynamique
uniformément hyperbolique (sous-shift de type fini ou Axiom-A) et ϕ : X → T
une fonction höldérienne. Alors il existe un compact T -invariant Kϕ tel que µ est
maximisante pour ϕ si et seulement si suppµ ⊂ Kϕ

Dans notre cas, la fonction φ est localement constante et le compact Kφ est
un sous-shift de type fini. Ce sous-shift possède a priori plusieurs composantes
irréductibles. La question se pose donc de savoir quelles sont les composantes qui
sont de µ-mesure strictement positive et comment et pourquoi la masse se répartit
entre ces composantes. Contrairement à la preuve de J. Brémont, ma preuve permet
de répondre à cette question.

Il y a une façon duale de voir la question : quelles sont les composantes irréductibles
de Kφ qui peuvent être atteintes comme limite de mesures de Gibbs et pourquoi
d’autres ne le sont pas.

À ψ fixée, le théorème 3.1.1 précise donc quelle est la mesure limite. Il montre que
toutes les composantes de pression maximale pour ψ ne se comportent pas toutes
de façon identique : seules les composantes les plus “éloignées” des autres récoltent
de la masse à la limite.

Je vais sur un exemple simple expliquer ce qu’“éloignée” signifie. Considérons le
sous-shift donné par la figure 3.1 et la fonction φ := 1I

1
+ 1I

3
.

1 2

3 4

5

Fig. 3.1 – Un exemple de Kφ

L’ensemble Kφ est l’union des deux orbites périodiques . . . 121212 . . . et . . . 343434 . . ..
La valeur maximal de

∫
φ dµ vaut 1

2
et est obtenue par les mesures 1

2
(δ

1
+ δ

2
) et

1
2
(δ

3
+ δ

4
). L’éloignement mesure le “coût” pour qu’une orbite quitte une compo-

sante maximisante en rejoigne une autre puis revient dans la première. Par exemple
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l’orbite . . . 4343435212121215434343 . . . quitte la composante . . . 343434 . . . et rejoint
la composante . . . 121212 . . . puis revient dans la composante . . . 343434 . . .. Elle em-
prunte un chemin donné par l’orbite périodique obtenue par la répétition du mot
352154. L’intégrale de φ pour la mesure invariante de support cette orbite périodique
vaut 2

6
. Le coût de cette transition entre les deux composantes irréductibles est

1
2
− 2

6
= 1

6
. Le coût global de transition entre les deux composantes irréductibles

consiste à prendre le minimum des coût de transitions des orbites périodiques qui
joignent les deux composantes.

Dans le cas général, le coût de transition entre deux composantes irréductibles
se calcul de façon plus compliquée mais quantifie la meilleure manière de relier les
deux composantes. L’éloignement d’une composante est alors le plus petit coût de
transition de cette composante vers n’importe quelle autre composante. Le théorème
3.1.1 précise donc quelles sont les composantes maximisantes irréductibles qui ont
de la masse pour µ : on sélectionne les composantes de pression maximale pour
ψ. Parmi celles-ci, ce sont celles qui ont le plus grand éloignement qui récoltent la
masse à l’infini. Dans cette étape le potentiel ψ n’intervient pas. Pour connâıtre la
répartition entre ces composantes, le potentiel ψ intervient à nouveau.

Si on reprend l’idée näıve de mesures vues comme grains de masse, l’agencement
de ces grains change en fonction du paramètre β. En mécanique statistique β est
l’inverse de la témpérature et, faire tendre β vers +∞, signifie faire décrôıtre la
température vers 0. Physiquement, on observe l’apparition d’amas. Ces amas sont
les composantes qui récoltent la masse. Par ailleurs, le support de µψ+βφ reste Σ tout
entier, pour chaque β. C’est à mon avis un des endroits où la vision “mesure=grains
de masse” est significative : lorsque β varie, l’agencement se modifie et ce n’est qu’à
la limite que les amas se détachent.

Afin d’illustrer où l’opérateur de transfert intervient, j’explique dans le cas simple
de φ = 1IR (où R est un rectangle) comment ces amas se voient dans l’opérateur.
Un calcul simple montre que la mesure mZ est l’unique mesure d’équilibre pour le
potentiel φ − log λZ1IR (je rappelle que λZ est le rayon spectral de LZ et aussi la
pression de νZ). Lorsque Z tend vers +∞ λZ tend vers 0 et donc − log λZ tend vers
+∞. On est donc bien dans le cas décrit, avec un paramètre − log λZ au lieu de β.

Je ré-écris ici l’expression de l’opérateur de transfert renormalisé

1

λZ
LZ(1IF )(x) =

+∞∑
n=1

 ∑
y, gF (y)=x, r(y)=n

eSn(ψ)(y)

 e−nZ−log λZ .

Lorsque Z tend vers +∞, les préimages de x pour gF avec un long temps de retour
ont une contribution relative dans l’opérateur de transfert qui diminue. En d’autres
termes, la contribution des points à petit temps de retour est renforcée. À la limite,
seuls les points qui reviennent le plus vite possible dans R ont une influence dans
l’opérateur. En termes de mesures portées par ces points, le lemme de Kač montre
que ces mesures maximisent la valeur de 1IR.
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3.2 Principe des grandes déviations pour les temps

de premier retour

À plusieurs reprises, nous avons vu l’importance des temps de premier retour
dans le rectangle R pour la famille à un paramètre d’opérateurs LZ . Pour l’opérateur
itéré LnZ ce sont les temps de nième retour qui apparaissent. Cela amène naturellement
à l’étude des fluctuations des moyennes de ces temps de retour. Par la suite, je
montre comment l’inégalité stricte Zc < P(φ) permet d’avoir le principe de grandes
déviations et la théorème de la limite centrée.

3.2.1 Définition, originalité et motivations

On considère un système dynamique uniformément hyperbolique (M, f) et une
mesure f -invariante µ. Soit A un ensemble de µ-mesure strictement positive. Il s’agit
de donner une estimation de la mesure des points x pour lesquels le n-ième temps
de retour dans un ensemble A, rnA(x), est loin de sa valeur moyenne asymptotique
n

µ(A)
. Cela consiste à trouver une fonction de taux ΦA telle que pour tout u > 1

µ(A)
,

lim
n→∞

1

n
log µ

{
rnA
n
≥ u

}
= ΦA(u)

et pour tout 0 ≤ u <
1

µ(A)
,

lim
n→∞

1

n
log µ

{
rnA
n
≤ u

}
= ΦA(u).

Lorsqu’une telle fonction existe, on dit que la suite des temps de retour dans l’en-
semble A vérifie le principe de grandes déviations. Dans un cas plus restrictif, si une
telle fonction existe mais si les inégalités sont uniquement valables pour u dans un
intervalle ]u, u[ où u < 1

µ(A)
< u, on dit que la suite des temps de retour vérifie le

principe des grandes déviations près de la moyenne.

Un résultat de grandes déviations donne un contrôle exponentiel de la mesure
des points dont le n-ième temps de retour est éloigné de la moyenne en nε : avec
une fonction de taux, la première des inégalités permet d’avoir

µ

{
x, rnA(x)− n 1

µ(A)
> nε

}
≈ enΦA( 1

µ(A)
+ε).

À ma connaissance, les résultats sur les temps de retour portent généralement sur
l’étude de suites de temps de retour lorsque l’ensemble “cible” diminue. Je renvoie
par exemple aux travaux de B. Saussol (voir entre autres [12]).
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L’étude des grandes déviations pour les n-ièmes temps de retour dans un en-
semble fixé pourrait aussi se faire par la technique puissante des grandes déviations
Niveau 2. Il suffit de remarquer qu’on a l’équivalence

rnA(x) > nu ⇐⇒ SrnA(x)(1IA(x)) <
rnA(x)

u
.

Hélas je trouve que les énoncés de ce principe de grandes déviations (voir par
exemple la thèse de J.B. Bardet [9]) sont souvent dans des termes assez éloignés de
ceux généralement utilisés en systèmes dynamiques hyperboliques et donc difficiles
à mâıtriser et à utiliser. De plus, ce principe niveau 2 porte sur les mesures et cache
la dynamique des orbites.

Empiriquement, les chercheurs en physique statistique utilisent le n-ième temps
de retour pour estimer les mesures. Le résultat de grandes déviations permet de

quantifier la probabilité d’erreur lorsqu’on remplace la mesure par
n

rnA(x)
. C’est là

la première motivation dans la recherche de tels résultats.
De plus, lorsqu’on a une convergence en moyenne, il est assez naturel d’essayer

de voir les écarts à la moyenne, c’est à dire d’avoir des théorèmes type grandes
déviations ou limite centrée.

Enfin, une autre motivation, plus longue à exposer, sera présentée dans la sous-
section 3.2.3

3.2.2 Thérorèmes de grandes déviations

On sait qu’une condition suffisante pour obtenir une fonction de taux est de
trouver un α0 > 0 tel que sur ]−∞, α0[, l’application

Ψ : α 7→ lim
n→+∞

1

n
log

∫
eαr

n
A(x)dµφ(x)

existe, soit de classe C1 et tende vers +∞ en α0.

Proposition 3.2.1. Si (Ω, f) est un Axiom-A et A une union finie de rectangles,
alors Ψ(α) est la pression locale sur A associée au potentiel SrA(.)(φ)(.) − α.rA(.)
pour l’application premier retour dans A. Posons α0 := P(φ)− Zc.

Alors, la fonction Ψ : α 7→ Ψ(α) est analytique réelle sur ]−∞, α0[ et tend vers
+∞ en α0.

Dans un premier temps j’ai démontré avec Jean-René Chazottes le théorème
suivant :

Théorème 3.2.1 (Chazottes-Leplaideur voir [24]). Si (Ω, f) est un Axiom-A et A
est une union finie de rectangles, les temps de retour dans A suivent un principe de
grandes déviations pour toute mesure de Gibbs.
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La démonstration repose sur la proposition 3.2.1. Nous montrons même que la
fonction Ψ est définie et analytique dans un voisinage complexe de ]−∞, α0[. Ceci
nous permet d’utiliser un théorème de W. Bryc (voir [22]) pour obtenir un théorème
de limite centrée :

Théorème 3.2.2 (Chazottes-leplaideur voir [24]). Soient (Ω, f) un Axiom-A et A
une union finie de rectangles. Soient φ un potentiel höldérien et µφ la mesure de
Gibbs associée. Soit µφ,A la mesure conditionelle µφ(. ∩ A)/µφ(A). Alors, avec les
notations précédentes, on a

σ2
A := Ψ′′(0) = lim

n→∞

1

n

∫ (
rnA −

n

µφ(A)

)2

dµφ,A ∈ ]0,+∞[, (3.1)

et

lim
n→∞

µφ,A

{
rnA − n/µφ(A)

σA
√
n

≤ t

}
=

1√
2π

∫ t

−∞
e−

ξ2

2 dξ. (3.2)

Le théorème de W. Bryc utilise la stricte convexité et la convergence ainsi que
l’analyticité dans un voisinage complexe de la fonction Ψ. Ce résultat est remar-
quable car il n’existe en général pas de moyen de déduire un théorème de la limite
centrée à partie des grandes déviations, avec comme seule hypothèse la régularité
D2 de la fonction Ψ à l’origine ou sa R-analyticité s’il n’y a pas convergence dans
un domaine complexe (voir un contre-exemple dans [22]).

La question essentielle était ensuite de voir si on pouvait étendre le théorème
3.2.1 pour des ensembles plus compliqués. Benôıt Saussol et moi-même avons alors
démontré :

Théorème 3.2.3 ([49]). Soit (Ω, f) un Axiom-A et A un borélien de bord ∂A. Soient
φ un potentiel höldérien et µφ la mesure de Gibbs associée.

Si ∂A est de mesure nulle pour toute mesure f -invariante, alors les temps de
retours dans A vérifient le principe de grandes déviations pour µφ.

Si le bord ∂A est de pression pour φ strictement plus petite que la pression topo-
logique, alors les temps de retours dans A vérifient le principe de grandes déviations
près de la moyenne.

Dans le cas du théorème 3.2.1, une union de rectangle a une structure locale
produit et donc la technique d’induction s’applique directement. Dans le cas du
théorème 3.2.3, l’idée consiste évidemment à approcher le borélien par des unions
de rectangles. On espère alors trouver une fonction Ψ comme limite des fonctions
associées aux unions qui approximent. Nous sommes parvenus à le faire, dans les
deux cas cités.

Notons que dans le cas de la dimension 2, pour un automorphisme linéaire et
hyperbolique du tore, pour tout point et presque tout rayon (au sens de la mesure
de Lebesgue sur R+), une boule a son bord de mesure nulle pour toute mesure f -
invariante. En effet, l’image d’une boule est une ellipse, qui rencontre donc la boule
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en au plus 4 points. Les points du bord qui reviennent dans le bord forment donc un
ensemble au plus dénombrable, ce qui signifie que le bord ne peut avoir de la mesure
que s’il possède un point périodique. Les points périodiques étant dénombrables, le
rayon peut être ajusté pour que le bord les évite !

Pour la dimension supérieure et pour les difféomorphismes d’Anosov autres que
les automorphismes linéaires d’un tore Tk cet argument géométrique ne fonctionne
plus.

Ceci nous a amené à nous demander si “génériquement” une sous-variété est de
mesure nulle pour n’importe quelle mesure invariante. Le problème dual consiste
à savoir si une mesure peut charger une sous-variété de codimension strictement
positive. Les mesures périodiques (portées par une orbite périodique) répondent à
la question mais en existe-t-il d’autres ?

Comme le support d’une mesure invariante est inclus dans l’ensemble des points
non-errants, la question est liée à celle de J. Francks (voir [29]) : pour un difféomorphisme
d’Anosov l’ensemble des points non-errants peut-il ne pas être la variété globale ?

Si l’on parvient à démontrer qu’aucune mesure invariante non-atomique ne peut
charger une sous-variété de codimension strictement positive ou, plus faiblement,
qu’étant donnée une sous-variété de codimension strictement positive, il existe un
mesure qui ne la charge pas, on aura alors montré que le support ne peut pas être
inclus dans une sous-variété stricte.

3.2.3 Lien avec les automorphismes quasi-hyperboliques du
tore

Je reprends les même notations qu’à la sous-section précédente. Nous venons de
voir que le principe des grandes déviations pour les temps de retour découle de la
propriété Zc < P(φ) (voir prop. 3.2.1). L’implication réciproque serait également
très intéressante. C’est historiquement cette question qui m’a amené à étudier les
grandes déviations pour les temps de retour. La question originelle est due à Y.
Guivarc’h et consistait à savoir si ma méthode de construction de mesures de Gibbs
pouvait s’appliquer pour les automorphismes quasi-hyperboliques du tore.

Un exemple de tel automorphisme est donné par


0 0 0 −1
1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 2

. Il possède

1. une valeur propre , eλ
u
> 1 simple,

2. une valeur propre , e−λ
s
< 1 simple,

3. une valeur propre double e2iπθ avec θ dans R \Q.

Du fait de la présence de valeurs propres de module 1, cet automorphisme n’est pas
hyperbolique mais seulement quasi-hyperbolique. Il laisse le tore T4 invariant et la
mesure de Lebesgue est invariante. La question est alors de construire des mesures
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invariantes autres que la mesure de Lebesgue ou les mesures portées par les orbites
périodiques.

Le fait est qu’il est possible de partitionner le tore T4 par des petites lamelles,
chacune étant un rectangle bi-dimensionnel dont les bords sont des vecteurs de la
direction instable et de la direction stable. En outre cette partition est markovienne,
au sens où lorsque l’image d’une lamelle rencontre une autre lamelle, l’image dépasse
dans la direction instable et est comprise dans l’autre lamelle dans la direction stable.
Avec une telle construction la méthode décrite plus haut pourrait éventuellement
s’appliquer.

Grâce à ces lamelles, on peut définir un opérateur de transfert, en particulier
pour le potentiel constant φ ≡ −λu. La mesure de Gibbs associée est la mesure
de Lebesgue. Le rayon spectral de cet opérateur est 1. Malheureusement, les pro-
priétés spectrales de l’opérateur de transfert découlent fortement des propriétés
géométriques de la mesure de Lebesgue et les arguments ne peuvent pas s’appliquer
pour un autre potentiel. En simplifiant et en reprenant les notations précédentes,
pour le potentiel −λu l’inégalité large Zc ≤ P(−λu) peut être démontrée mais pas
l’inégalité stricte. Je pense toutefois qu’une propriété de grandes déviations sur les
temps de retour (dans un sens à définir....) permettrait de démontrer cette inégalité
stricte et de construire d’autres mesures de Gibbs par un argument de perturbation.

3.3 Systèmes troués et mesures quasi-invariantes

pour le flot horocyclique

Je reprends les notations de la section 2.1. Le cadre est celui d’un sous-shift de
type fini. La lettre R désigne un cylindre de longueur finie du sous-shift. On suppose
R suffisament petit pour qu’il existe une orbite périodique qui évite R.

Je m’intéresse ici à ce qui se passe lorsque le paramètre Z tend vers le paramètre
critique Zc.

Pour Z > Zc on dispose d’une mesure mZ qui est la mesure de Gibbs associée au
potentiel φ − log λZ1IR (voir fin de la section 3.1), dont la restriction et renormali-
sation sur le rectangle R est ν̂Z , qui elle se projette sur νZ . En utilisant le théorème
3.1.1 (ici on voit l’importance de ψ dans ce théorème) on montre :

Proposition 3.3.1. Lorsque Z tend vers Zc, la mesure mZ converge vers une mesure
de probabilité m, qui est σ-invariante et telle que l’on ait

m(R) = 0.

Question : Les mesures ν̂Z convergent-elles aussi vers une mesure ν̂ dans R ? Si
oui, quelles sont les relations entre ν̂ et m ?

Théorème 3.3.1 (Leplaideur [44]). Soit (Σ, σ) un sous-shift de type fini mélangeant.
Soit φ une application höldérienne de Σ dans R. Soit R un cylindre de Σ de longueur
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finie. Soit g l’application premier retour dans R. Soit ν̂Z la mesure d’équilibre pour
le système (R, g) associée au potentiel SrR(.)(φ)(.)− ZrR(.).

Alors, la mesure ν̂Z converge vers une mesure de probabilité ν̂ sur R lorsque Z
tend vers Zc. Le support de ν̂ est un ensemble totalement dissipatif. La mesure µ :=∑+∞

k=−∞ σ
k
∗ ν̂ est une mesure σ-invariante et σ-finie. Elle a la même asymptotique

que m :
Pour µ presque tout point, et pour toute fonction continue ψ,

lim
n→+∞

1

n
Sn(ψ)(x) =

∫
ψ dmerg(x),

où merg(x) est une composante ergodique de m (qui attire x à l’infini).

La mesure ν ne charge pas les points de R qui reviennent une infinité de fois dans
R. Un point générique pour µ aura donc une orbite positive qui finit par ne plus
rencontrer R. En terme de code, cela signifie que la “queue” de la partie positive
du code de x est un élément du sous-shift troué unilatère. Cette queue a un code
qui est admissible pour une unique composante du système troué. On dit que cette
composante attire x à l’infini. Le théorème 3.3.1 signifie qu’un point générique pour
µ est attiré par une composante de pression maximale pour le système troué et pour
le potentiel φ

Une fois encore, je trouve que la vision näıve “mesure=grains de masse” fournit
une jolie explication à ce théorème. Pour Z > Zc, les grains de masse de ν̂Z s’agencent
dans R comme ceux de mZ , moyennant un coefficient de renormalisation. Lorsque
Z change, les agencements changent, et pour la valeur critique la renormalisation
n’est plus valable. Cependant les agencements finaux ont gardé trace de la rela-
tion unissant ν̂Z et mZ (notez qu’il n’y a plus de grains de masse de m dans R).
L’asymptotique d’un point selon µ est celle de m.

Par ailleurs, le théorème 3.3.1 permet de construire des exemples explicites de
mesures invariantes par le flot horocyclique et σ-finie. Le Théorème 1.3.4 exprime
l’unique ergodicité du flot horocyclique (dans un cadre plus général). Or on sait
d’après [68] que lorsqu’un système (non-réduit à une orbite périodique) est unique-
ment ergodique, il possède une infinité de mesures invariantes σ-finies. La preuve
très courte due à K. Schmidt repose cependant sur une équivalence orbitale entre
les Z-actions et les Z2-actions et ne permet donc pas de fournir un exemple concret
de telle mesure. La question se posait donc de construire explicitement de telles
mesures σ-finies.

Le théorème suivant fournit une multitude de telles mesures, en changeant le
rectangle R.

Théorème 3.3.2 (Leplaideur dans [44] ). Soit (Σ, σ) un sous-shift de type fini
mélangeant. Soir R un cylindre de longueur finie tel que le système troué associé
(voit page 19) soit non vide. Soit φ : Σ → R höldérienne. Soit m comme dans la
proposition 3.3.1. Il existe un unique système de mesures transverses {νu} vérifiant
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(1.4) et absolument continu par rapport au système de mesures conditionelles {mu
φ}

associé à la mesure m.
De plus, pour chaque x, νux (W u

loc(x)) = +∞.



Chapitre 4

Applications au cas
non-uniformément hyperbolique

Ce chapitre se réfère aux articles [40], [42], [45], [46], [47], [48].
Il n’existe pas de théorie à proprement parler des systèmes dynamiques non-

uniformément hyperboliques mais deux approches (au moins) que je présente dans
ce chapitre. Ensuite, pour chacune d’entre elles, j’applique de la méthode vue à la
section 2.1.

4.1 Deux stratégies d’approche

La dynamique des Axiom-A est généralement considérée comme bien connue.
Depuis la fin des années 70, la communauté mathématique a étudié des systèmes avec
des propriétés plus faibles. Parmi d’autres, deux approches se sont dégagées. Une
approche basée sur les mesures et le théorème d’Oseledec. C’est la théorie de Pesin,
et je qualifierai cette hyperbolicité de mesurée. L’autre approche est topologique.
Elle consiste essentiellement à étudier des familles d’exemples se situant souvent
dans le bord de l’ensemble des systèmes dynamiques uniformément hyperboliques.
Je qualifierai cette hyperbolicité de topologique.

4.1.1 Hyperbolicité mesurée

Définition

On se donne une variété riemannienne compacte et lisse M de dimension finie
et un C1+α-difféomorphisme de M , f . Le théorème principal et point de départ de
cette théorie est dû à Oseledec.

Théorème 4.1.1 (Oseledec voir [58]). Soient M une variété riemannienne lisse
compacte de dimension finie et f un C1-difféomorphisme de M . Soit µ une mesure
de probabilité f -invariante et ergodique. On suppose que l’application log+ |Df | et
log+ |Df−1| sont dans L1(µ).

35
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Alors il existe des nombres réels strictement positifs λu et λs et pour µ-presque
tout point x il existe une décomposition Df -invariante de l’espace fibré tangent

TxM = Eu(x)⊕ Ec(x)⊕ Es(x),

tels que pour tout ε < min(λs, λu) et pour tout n dans N on a

1. Pour tout vu 6= 0 dans Eu(x),

lim sup
n→+∞

1

n
log |Df−n(x).vu| ≤ −λuet lim inf

n→+∞

1

n
log |Dfn(x).vu| ≥ λu,

2. Pour tout vs 6= 0 dans Es(x),

lim sup
n→+∞

1

n
log |Dfn(x).vs| ≤ −λs et lim inf

n→+∞

1

n
log |Df−n(x).vs| ≥ λs,

3. Pour tout vc 6= 0 dans Ec(x),

−ε ≤ lim inf
n→+∞

1

n
log |Dfn(x).vc| ≤ lim sup

n→+∞

1

n
log |Dfn(x).vc| ≤ ε.

Dans cette section, nous nous focaliserons sur les mesures hyperboliques :

Définition 4.1.1. Une mesure f -invariante et ergodique µ est dite hyperbolique
lorsque l’on a Ec = {0} (µ−p.p.).

Dans la continuité de l’idée näıve “mesure=grains de masses”, nous présentons
d’abord des ensembles de points avec de bonnes propriétés hyperboliques.

Définition 4.1.2. Si C est un réel dans [1,+∞[, et si r est un entier de N∗, on
note ΛC

r l’ensemble des points de M tels que, si ε < 1/100− log(1− 1/r), alors :
(1) il existe une décomposition TxM = Eu(x)⊕ Es(x),
(2) Pour tout n ∈ N et pour tout m ∈ Z, on a

∀ v ∈ Es
fm(x)


∥∥∥Dfnfm(x)(v)

∥∥∥ ≤ C
(
r−1
r

)n
enε+|m|ε‖v‖∥∥∥Df−nfm(x)(v)

∥∥∥ ≥ 1
C

(
r
r−1

)n
e−nε−|m|ε‖v‖

∀ v ∈ Eu
fm(x)


∥∥∥Dfnfm(x)(v)

∥∥∥ ≥ 1
C

(
r
r−1

)n
e−nε−|m|ε‖v‖∥∥∥Df−nfm(x)(v)

∥∥∥ ≤ C
(
r−1
r

)n
enε+|m|ε‖v‖,

(3) L’angle γ(fm(x)) entre Eu(fm(x)) et Es(fm(x)) est tel que

1

C
e−ε|m|/3 ≤ γ(fm(x)).
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Ces ensembles ΛC
r ne sont pas f -invariants mais ils vérifient tout de même les

propriétés suivantes :

Proposition 4.1.3 (Pesin, voir [62]). Avec les notations précédentes :
(i) Les ensembles ΛC

r sont fermés ;
(ii) les applications x 7→ Es(x) et x 7→ Eu(x) sont continues sur chaque ΛC

r ;

(iii) l’ensemble Λr
def
=
⋃
C≥1 ΛC

r est f -invariant ;
(iv) pour tout entier q ∈ Z et pour tout C ≥ 1, il existe un réel α = α(C, q, r) > 0

tel que f q(ΛC
r ) ⊂ Λα

r .

Ces ensembles ΛC
r jouent un rôle essentiel dans la théorie de Pesin car ils per-

mettent de retrouver des propriétés d’hyperbolicité uniforme.

Définition 4.1.4. Soit M une variété Riemannienne compacte lisse, de dimension
finie et sans bord. Soit f un C1+α difféormorphisme de M sur M . On dit qu’un point
x de M est régulier s’il existe un réel C ≥ 1 et un entier r ∈ N∗ tel que x ∈ ΛC

r . On
note Λ l’ensemble des points réguliers de M .

Théorème 4.1.2 (Pesin voir [62]). Si µ est une mesure hyperbolique, alors il existe
r tel que µ(Λr) = 1

Remarque 8. Un Axiom-A peut se voir comme un ensemble de Pesin ΛC
r qui est

invariant par f .

Si x est un point de Λr, on note C̃(x) le plus petit C tel que x soit dans ΛC
r .

Pesin montre qu’il existe une fonction mesurable et strictement positive x 7→ C(x)

définie sur Λr telle que pour tout x de Λr on ait C(x) ≥ C̃(x) et

e−ε <
C(f(x))

C(x)
< eε.

L’application x 7→ C(x) porte le caractère non-uniforme de l’hyperbolicité et mora-
lement, plus C(x) est grand moins le point x est un “bon” point hyperbolique.

Définition 4.1.5. Si n est un entier on définit l’ensemble Λr(n) par

Λr(n) := {y ∈ Λr , e
nε ≤ C(y) ≤ e(n+1)ε}.

Problèmes rencontrés pour appliquer la méthode

Le premier problème est la perte de la structure locale produit, essentielle pour
construire un rectangle markovien.

Au-dessus de chaque point régulier x, l’atlas de Lyapunov envoit la boule de rayon

proportionnel à
1

C(x)
de l’espace Ru⊕Rs dans une boule de rayon comparable sur la

variété riemannienne M , avec une distorsion en C(x) (du fait de l’angle entre Eu(x)
et Es(x)). Il est alors possible d’adapter la théorie de transformation de graphe, ce
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qui permet de définir les variétés stables et instables locales, W i
loc(x), i = u, s, et

ensuite les variétés globales (voir par exemple [61] ou [28]).
L’application x 7→ C(x) présente deux inconvénients majeurs. D’une part elle

est seulement borélienne, d’autre part elle ne donne que des informations partielles :
C(x) est un majorant de l’inverse de l’angle entre Eu(x) et Es(x) et de la “constante”
devant les estimations de croissances et décroissances exponentielles.

Le manque de régularité de la fonction C implique que (potentiellement) la
structure locale produit n’existe plus. En effet, la construction des variétés ne permet

de contrôler leur courbure que localement, dans une boule de rayon
1

C(x)
. Proche

d’un point avec un C(x) petit on pourrait trouver des points y avec C(y) très grand
(voir Figure 4.1).

W u
loc(x)

x

y

W s
loc(y)

W s
loc(z)

Fig. 4.1 – absence de structure produit locale

Le second problème est le caractère relativement abstrait de cette théorie. À part,
peut-être, en dimension 2, il n’est pas facile de trouver un exemple de difféomorphisme
qui soit hyperbolique au sens de Pesin et qu’on ne puisse étudier que de cette
manière. De plus, même si les ensembles de Pesin sont des ensembles de points
ayant un comportement hyperbolique, il est difficile de s’émanciper de l’existence
d’une mesure sous-jacente. La construction d’autres mesures, singulières par rapport
à cette mesure de référence s’avère alors également difficile.

4.1.2 Hyperbolicité topologique

Conjecture de Palis

L’approche est sensiblement différente de celle de Pesin. Partant de la consta-
tation qu’il y a beaucoup de façons différentes de perdre l’hyperbolicité uniforme
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(par exemple faire apparâıtre un point neutre, faire apparâıtre des tangences, etc)
J. Palis a énoncé une conjecture :

Conjecture 4.1.1 (Palis). Soit M une variété riemannienne compact lisse et de
dimension finie. L’ensemble des difféomorphismes qui sont soit uniformément hy-
perboliques, soit avec une tangente homocline, soit avec un cycle hétérodimensionnel,
est dense dans l’ensemble des difféomorphismes sur la variété riemannienne M .

Je présenterai ultérieurement deux exemples de difféomorphismes avec tangence
homocline ou avec cycle hétérodimensionnel. Cette conjecture captive beaucoup de
mathématiciens, parmi lesquels F. Abdenur, C. Bonatti, S. Crovisier, L. Diaz, H.
Pujals et M. Sambarino. Par exemple, H. Pujals et M. Sambarino ont montré que
la conjecture est vraie pour les surfaces et la topologie C1 (voir [65]).

Dans le cadre de la résolution de cette conjecture, de nombreuses propriétés ont
été définies et reprennent le vocabulaire de la théorie de Pesin, mais avec un sens
différent.

Dans cette théorie, un point est partiellement hyperbolique lorsqu’il présente sur
son orbite une décomposition invariante en

TxM = Eu(x)⊕ Ec(x)⊕ Es(x),

telle que la différentielle Df soit uniformément dilatante sur Eu, uniformément
contractante sur Es, et où Ec est la direction centrale...pour laquelle on ne sait
pas grand chose. Cependant cette direction centrale peut parfois se décomposer en
Ec

1 ⊕ Ec
2, Df étant asymptotiquement dilatante (respectivement contractante) sur

Ec
1 (resp. Ec

2). Dans cette théorie on parle aussi d’exposant de Lyapunov pour une
orbite sans avoir à faire intervenir de mesure.

Ainsi, le vocabulaire est le même que pour la théorie de Pesin, mais les objets
sont sensiblement différents. En particulier ils sont liés à des propriétés ponctuelles
et non pas asymptotiques.

Un exemple : fer à cheval torsadé

Afin de montrer les différences avec l’hyperbolicité mesurée, je donne maintenant
un exemple sur lequel j’ai travaillé avec K. Oliveira et I. Rios. Il s’agit d’un cycle
hétérodimensionnel introduit dans [27] par L. Diaz, V. Horita, I. Rios et M. Samba-
rino donné par la figure 4.2. Le point fixe hyperbolique Q a une variété instable de
dimension 2 et une variété stable de dimension 1. Au contraire le point fixe hyper-
bolique P a une variété stable de dimension 2 et une variété instable de dimension
1. La variété instable de P coupe la variété stable de Q.

La direction verticale est uniformément dilatée et la direction horizontale et
perpendiculaire au segment [Q,P ] est uniformément contractée. La direction ~QP
est la direction centrale. L’ensemble des points dont l’orbite reste dans le cube [0, 1]3

se projette sur l’axe vertical selon un ensemble de Cantor. Cet ensemble peut être
codé par deux symboles, 0 en bas et 1 en haut (avec un trou entre les cylindres 0 et
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1 pour donner l’aspect “Cantor”). La construction est faite de telle manière qu’un
symbole 1 ne peut jamais être suivi d’un autre 1. Dans le “haut” du fer à cheval
la direction centrale est contractée. Dans le bas f agit dans cette direction selon le
graphe présenté figure 4.2.

g

e
y

Q

x

P

f

10

Fig. 4.2 – Fer à cheval torsadé avec direction centrale

Un tel système ne peut pas être uniformément hyperbolique du fait de ce cycle
hétérodimensionnel : il va faire coéxister des points d’indice 2 et des points d’indice
1, l’indice étant la dimension de l’espace instable. De plus, dans [27] les auteurs
montrent qu’un tel système n’est pas expansif : l’ensemble des points non-errants
possède des segments dans la direction centrale, qui ne sont jamais séparés par
itérations de f . Je rappelle que l’expansivité est une condition suffisante pour avoir
la semi-continuité de l’entropie, elle-même étant suffisante pour garantir l’existence
de mesures d’équilibre. Pour ce système, K. Oliveira, I. Rios et moi-même avons
montré :

Théorème 4.1.3 (Leplaideur-Oliveira-Rios voir [46]). Toute probabilité f -invariante
ergodique autre que δQ a un exposant de Lyapunov strictement négatif dans la di-
rection centrale.

De plus l’entropie métrique est semi-continue supérieurement, et pour toute fonc-
tion continue φ il existe une mesure d’équilibre pour φ.

Du point de vue de l’hyperbolicité topologique, un tel système n’est donc pas
hyperbolique, mais le théorème 4.1.3 signifie que du point de vue de l’hyperbolicité
mesurée, ce système l’est !
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4.2 Résultats en hyperbolicité mesurée

Dans la théorie de Pesin il est difficile de s’émanciper de l’existence d’une mesure
sous-jacente. La question des mesures de Gibbs est donc limitée. Elle prend cepen-
dant tout son sens lorsqu’il s’agit d’étudier l’existence de mesures SRB. En effet,
même si on a besoin d’une mesure pour construire les variétés instables et stables,
ces variétés n’en sont pas moins des variétés immergées avec une mesure rieman-
nienne canonique. Il est alors naturel de rechercher des mesures invariantes pour la
dynamique, avec des conditionnelles instables absolument continues par rapport à
la mesure de Lebesgue Lebu.

La question revient à trouver des conditions portant sur les ensembles de Pesin
garantissant l’existence d’une mesure SRB et/ou physique.

Théorème 4.2.1 (Leplaideur voir[40]). Soit M une variété Riemannienne compacte
lisse de dimension finie. Soit f un C1+α difféomorphisme de M sur M . On suppose
que les trois hypothèses suivantes sont vérifiées.

(H1) LebM(Λ) > 0 ;
(H2) le système (Λ, f) est conservatif pour la mesure de Lebesgue ;
(H3) l’ensemble des points réguliers Λr vérifie la propriété suivante :

Il existe une constante universelle KH < 1 telle que, pour tout n et pour
Lebesgue-presque tout x dans Λr(n), il existe un entier m(x) tel que pour tout
entier p ≥ m(x) et pour tout y ∈ Λr(p),

W u
loc(x) ∩B(y,KH e

−pε) = ∅ et W s
loc(x) ∩B(y,KH e

−pε) = ∅.

Alors, il existe une mesure physique, ν, σ-finie, f -invariante. Elle a une structure
locale produit :

pour presque tout x, il existe un rectangle R contenant x de mesure de positive
pour ν et pour Lebu et une mesure µs,x portée par W s

loc(x) ∩ R tels que ν|R soit
équivalente à Lebux ⊗ µs,x.

Les hypothèses (H1) et (H2) sont assez faibles. Elles garantissent un ensemble
de Pesin de mesure Lebu positive (le long des variétés instables) et avec de bonnes
propriétés de retour.

L’hypothèse (H3) est plus technique. Elle garantit la construction de rectangles
markoviens. Autour d’un point x dans Λr(n), les ensembles Λr(p) (= mauvais points),
avec p grand, ne se rapprochent pas trop près des variétés stables et instables locales
en x (voir aussi la figure 4.1).

Pour démontrer un tel théorème il faut des estimations fines pour contrôler les
variations du jacobien instable. En particulier on a besoins des deux résultats tech-
niques suivants :

Lemme 4.2.1 (voir par exemple [39]). Restreintes à l’ensemble
⋃
k≤n Λr(k), les

applications x 7→ Ei(x), (i = u, s) sont höldériennes, avec une constante Hölder
majorée par C.enε, où C est une constante universelle.
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Proposition 4.2.2 ( voir par exemple [52, 39]). Les feuilletages sont absolument
continus, c’est à dire, les holonomies locales préservent les mesures de Lebesgue :
soit x dans Λr(n) et soit Lebux la mesure de Lebesgue associée au feuilletage instable
local W u

loc(x). On suppose que x est un point de densité pour la mesure Lebux de
l’ensemble

⋃
k≤n Λr(k). Si y est dans W s

loc(x) ∩ Λr(n), alors l’ensemble

{W s
loc(z) ∩W u

loc(y), z ∈ W u
loc(x) ∩

⋃
k≤n

Λr(k)},

est de mesure Lebuy positive.

x

ensemble image de Lebu
y-mesure positive

ensemble de Lebu
x-mesure positive

holonomies le long des grandes feuilles stables locales

y

Fig. 4.3 – Absolue continuité des feuilletages locaux

4.3 Résultats en hyperbolicité topologique

Je présente ici un exemple de difféomorphisme non-uniformément hyperbolique
sur lequel j’ai travaillé. L’hyperbolicité non-uniforme provient de la présence d’une
tangente homocline pour un point fixe hyperbolique. Pour cette transformation, la
question est de construire des mesures d’équilibre.

Il existe une littérature assez conséquente sur la construction de mesures d’équilibre
pour le potentiel log Ju car, comme dit précédemment, ces mesures peuvent être
construites sans nécessairement passer par la théorie des opérateurs. Le lecteur
pourra par exemple se reporter aux travaux de Benedick et L.S. Young (voir [13])
pour l’attracteur de Hénon, ainsi qu’à ceux de J. Alves, C. Bonatti et M. Viana
(voir [3], [4], [15]) pour des tranformations expansives ou des difféomorphismes “hy-
perboliques”. Pour la dimension 1, le lecteur pourra voir les travaux récents [21] et
[63] respectivement de H. Bruin avec M. Todd et de Y. Pesin avec S. Senti.
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La question de l’existence et de l’unicité des mesures d’équilibre pour les systèmes
dynamiques non-uniformément hyperboliques et pour des potentiels plus généraux
est encore assez inexplorée. C’est un domaine très actif. Il y a des résultats entre
autres pour les transformations dilatantes (voir [56], [57] [5] et [69]).

Dans [66] I. Rios introduit la famille de fers à cheval présenté sur la figure 4.4.
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Fig. 4.4 – Fer à cheval non uniformément hyperbolique

La famille dépend du paramètre ε qui représente l’opposé de l’ordonnée du mi-
nimum de la partie recourbée (voir figure 4.5).

ε

Fig. 4.5 – paramètre de la famille

Avant la bifurcation, c’est à dire juste avant la tangence, le fer à cheval est uni-
formément hyperbolique. Dans ce cadre, hyperbolique signifie que pour chaque point
x non-errant, il existe deux cônes Cu(x) et Cs(x) tels que pour tout n suffisamment
grand (indépendant de x) on a :

1. Dfx(Cux) ⊂ Cu
f(x),

2. pour tout vu dans Cu(x), |Dfnx (vu)| ≥ enλ
u|vu|,

3. Df−1
x (Csx) ⊂ Cs

f−1(x),
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4. pour tout vs dans Cs(x), |Dfnx (vs)| ≤ e−nλ
s|vs|,

Au moment de la tangence, c’est à dire pour ε = 0, les champs de cône per-
durent, mais les propriétés de dilatations et de contractions ne sont plus vérifiées ni
globalement ni uniformément : pour les points qui ne sont pas attirés par (0, 0), le
nombre nécessaire d’itérations n’est plus (uniformément) majoré.

Dans le cadre uniformément hyperbolique, la définition de l’hyperbolicité avec
les champs de cônes est équivalente à celle donnée pour les Axiom-A. Elle entrâıne
donc l’existence de feuilles stables et instables. La construction de ces variétés se
fait via la transformation de graphe. Dans l’exemple de la figure 4.4 et lors de la
tangence, l’existence des variétés stables et/ou instables n’est donc plus assurée...

Notations Par la suite f désignera un tel difféomorphisme du carré [0, 1]2 avec
une (première) tangente homocline (c’est à dire pour ε = 0). Les paramètres sous-
jacents sont, la contraction horizontale, λ < 1

3
, la dilatation verticale σ > 3 et un

paramètre c qui quantifie la courbure au point critique. Ces 3 paramètres sont liés
entre eux par diverses relations (voir par exemple [66, 45]). On note Λ l’ensemble

des points qui restent dans le carré, c’est-à-dire Λ =
⋂
n∈Z

fn([0, 1]2).

Théorème 4.3.1 (Leplaiddeur-Rios voir [47]). Soit f comme précédemment. Tout
point de Λ qui n’est pas attiré par (0, 0) possède une variété stable W s(x) et une
variété instable W u(x). Ces variétés induisent localement une structure locale pro-
duit.

Démontrer ce théorème revient finalement à démontrer la semi-conjugaison du
système (Λ, f) au 3-shift plein. De plus on montre que la projection est höldérienne,
ce qui permet d’avoir :

Théorème 4.3.2 (Leplaideur-Rios voir [47]). Soit f comme précédemment. Pour
toute application höldérienne φ, il existe une unique mesure d’équilibre pour le po-
tentiel φ.

À la différence du cas uniformément hyperbolique, l’unique mesure d’équilibre
n’est plus tout à fait une mesure de Gibbs (avec la définition que nous en avons
donnée) mais juste l’image par la semi-conjugaison des mesures de Gibbs sur le
shift.

La semi-conjugaison est très simple : il suffit de coder chaque “jambe” verticale
respectivement par 0,1 et 2. Les points attirés par le point-fixe hyperbolique (0, 0)
ont un code ultimement égale à 00000 . . .. La semi-conjugaison est injective si on
se restreint aux points qui ne sont pas dans l’orbite critique. L’orbite critique est
l’ensemble des mots bi-infinis, du type . . . 00000a00000 . . ., où a vaut soit 1, soit 2.
Les points de l’orbite critique ont exactement 2 codes.

Le théorème 4.3.2 ne s’applique pas au potentiel − log Ju. En effet, dans ce cadre
le jacobien instable Ju n’est pas continu en (0, 0). La direction instable en (0, 0) est
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verticale, mais ce point est accumulé sur l’axe des abscisses par des images du points
critiques. Il est donc aussi accumulé par des points dont la direction instable est aussi
proche que souhaitée de l’horizontale.

Or, l’étude de ce cas particulier est importante puisque la famille de potentiels
−t log Ju est porteuse d’informations sur le système (voir th. 2.3.1). Pour ce faire, il
a fallu développer d’autres outils.

Notons tout d’abord que pour de tels potentiels, même l’existence d’une mesure
d’équilibre n’est pas garantie. En effet et, comme vu précédemment, la preuve de
l’existence d’une mesure d’équilibre utilise la topologie faible*. Dans ce cas précis
le potentiel n’étant plus continu, la topologie faible* ne permet pas à elle seule de
conclure.

Il est cependant possible de démontrer l’existence et l’unicité de la mesure
d’équilibre si la pression associée est suffisament grande. Par la suite, on notera
P(t) la pression pour le potentiel −t log Ju, avec t ≥ 0.

Théorème 4.3.3 (Leplaideur-Rios voir [48]). Soit f comme précédemment. Tant
que P(t) > −t1

2
log σ, il existe une unique mesure d’équilibre µt pour le potentiel

−t log Ju. De plus la fonction t 7→ P(t) est analytique sur cet intervalle.

On a aussi dans ce cas

Théorème 4.3.4 (Leplaideur-Rios voir [48]). Il existe un unique 0 < t0 tel que
la pression de µt0 soit nulle. Pour tout x de Λ qui n’est pas attiré par (0, 0), la
dimension de Hausdorff de Λ ∩W u

loc(x) vaut t0.

Les deux preuves utilisent fortement la méthode expliquée à la section 2.1. Pour
cette transformation, nous construisons aussi une partition de Markov dénombrable.
Contrairement au cas habituel, c’est l’existence de la mesure d’équilibre qui donne
son unicité. Je trouve ce point particulièrement élégant. Nous ne sommes en effet pas
capable de montrer a priori l’inégalité stricte Zc(t) < P(−t log Ju) =: P(t), mais
seulement l’inégalité large. Techniquement, le fait que le potentiel ne soit pas continu
pose des problèmes lors de l’utilisation de la topologie faible*. Comme le seul point de
discontinuité est (0, 0) il faut, lors de l’utilisation de la topologie faible*, considérer
l’alternative “la mesure limite charge le point (0, 0) ou non”. Nous montrons ensuite
que si la pression P(t) vérifie

P(t) > −t.1
2

log σ

alors l’état d’équilibre existe et ne peut pas charger (0, 0). Nous prouvons alors son
unicité grâce à la méthode de la section 2.1 ce qui donne donc a posteriori l’inégalité
stricte

Zc(t) < P(t).

Enfin, puisque le cadre permet de bien appliquer la méthode, on peut regarder
ce qui se passe lorsque t tend vers +∞, comme dans le cas uniformément hyperbo-
lique. Dans ce cas, on espère voir apparâıtre les mesures minimisant l’exposant de
Lyapunov instable.
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À partir des paramètres λ et σ on introduit le nouveau coefficient :

β :=
− log λ

log σ
,

qui exprime la distorsion entre la dilatation et la contraction. On a alors le résultat
suivant :

Théorème 4.3.5 (Leplaideur voir [45]). Soit f comme précédemment. Soit l :=
infν

∫
log Ju dν la borne inférieure de l’exposant de Lyapunov instable de f . Alors

on a

l =
1

2
max(1, 2− β) log σ,

et il n’existe pas de mesure qui réalise ce minimum.
De plus la droite −tl est une asymptote à la courbe de t 7→ P(t) en +∞.
Tant que la pression vérifie P(t) > −tl, la fonction est analytique sur cet inter-

valle et il existe une unique mesure d’équilibre associée à −t log Ju, notée µt.
Si pour tout t ≥ 0, P(t) > −tl, alors µt converge vers la mesure de Dirac δ(0,0)

lorsque t tend vers +∞.
S’il existe un réel T tel que P(T ) = −T l, alors pour tout t > T il n’existe pas de

mesure d’équilibre associée à −t log Ju.

En ce qui concerne l’allure du graphe de la pression, N. Makarov et S. Smirnov
ainsi que F. Przytycki et J. Rivera-Letelier ont obtenu des résultats similaires pour
des fractions rationnelles sur la sphère de Riemann (voir [53] et [64]). Il est en
particulier intéressant que N. Makarov et S. Smirnov prouvent que le second cas,
c’est à dire lorsque le graphe de P(t) rencontre son asymptote en temps fini, se
réalise effectivement. Ce serait vraiment intéressant d’avoir ce même résultat dans
notre cas. Cela fournirait un exemple de difféomorphisme qui se situe dans le bord
des difféomorphismes uniformément hyperboliques mais pour lequel un phénomène
différent arrive, c’est à dire la perte des mesures d’équilibre pour le potentiel − log Ju

avec t assez grand.
En ce qui concerne la non-existence d’une mesure qui minimise l’exposant de

Lyapunov, le théorème 4.3.5 complète un théorème dû à Y. Cao, S. Luzzatto et I.
Rios (voir [23]) :

Théorème 4.3.6 (Cao-luzzatto-Rios voir [23]). Soit M une variété riemanienne
compact lisse de dimension finie. Soit f une application C1 de M dans M . Soit Λ
un compact f -invariant tel que pour tout x de Λ on ait

Det(Dfx) 6= 0.

Si on a une décomposition continue et Df -invariante TxM = E1(x) ⊕ E2(x) pour
tout x de Λ, alors il existe une mesure f -invariante qui minimise l’exposant de
Lyapunov sur le fibré E1.

Ainsi, le théorème 4.3.5 montre que l’hypothèse “compact” est indispensable
dans le théorème 4.3.6.
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4.4 Un croisement des deux approches

Dans [42] j’introduis la notion de difféomorphisme “Presque Axiom-A” (AAA en
anglais). L’idée est d’utiliser les avantages de chacune des approches.

En particulier, l’objectif est d’améliorer le théorème 4.2.1 (cadre de l’hyperbo-
licité mesurée) tout en travaillant sur des difféomorphismes dont on a (ou pourrait
avoir !) des exemples. Vis à vis de l’hyperbolicité topologique, l’objectif est de tra-
vailler sur des transformations qui n’ont pas de décomposition dominée (point clé
dans [4] et [15]).

Je m’intéresse donc à des difféomorphismes, partout hyperboliques, sauf sur un
ensemble exceptionnel et invariant. En tout point de cet ensemble exceptionnel la
décomposition perdure mais la différentielle devient l’identité :

Définition 4.4.1. Soit f dans Diff 2(M). On dit que f est Presque-Axiom-A s’il
existe un ouvert U contenant un compact f -invariant Ω ⊂ U tel que :
(i) pour tout x ∈ U il existe une décomposition Df -invariante de l’espace tangent
TxM = Eu(x)⊕Es(x) avec x 7→ Eu(x) et x 7→ Es(x) Höldériennes (uniformément),
(ii) il existe 2 fonctions continues et positives x 7→ ku(x)et x 7→ ks(x) telles que

∀x ∈ U, ∀v ∈ Es(x) ‖df(x).v‖f(x) ≤ e−k
s(x)‖v‖x

∀v ∈ Eu(x) ‖df(x).v‖f(x) ≥ ek
u(x)‖v‖x,

(iii) l’ensemble exceptionnel, S = {x ∈ U, ku(x) = ks(x) = 0} vérifie f(S) = S et,
pour tout x dans U \ S, ku(x) et ks(x) sont strictement positives.

Un exemple de tel diffomorphisme est obtenu en prenant l’attracteur de Smale
(solénöıde dans T2-plein) mais en faisant la construction de telle sorte qu’il existe
des points fixes neutres (ou périodiques neutres).

Définition 4.4.2. Soit λ ∈]0,+∞[.
a/ Un point x dans Ω est dit λ-hyperbolique si

1. ∀v ∈ Eu(x) \ {0}, lim sup
n→+∞

1

n
log ‖df−n(x).v‖ < −λ ;

2. ∀v ∈ Es(x) \ {0}, lim sup
n→+∞

1

n
log ‖dfn(x).v‖ < −λ.

b/ Un ensemble f -invariant Λλ dont tous les points sont λ-hyperboliques est dit
λ-hyperbolique.

Les points λ-hyperboliques sont donc les points qui ne reviennent pas trop sou-
vent près de l’ensemble exceptionnel, pour pouvoir avoir des taux exponentiels de
contraction, dans le passé pour la direction instable et dans le futur pour la direction
stable.

Le premier problème à traiter pour ce genre de difféomorphismes est celui de
l’existence des variétés stables et instables : techniquement, les 2 points clé pour
avoir ces variétés sont



48 Chapitre 4. Applications au cas non-uniformément hyperbolique

- Contrôler le trou spectral de Df entre la direction dilatante Eu et la direction
contractante Es.

- Contrôler l’écart f −Dfx en norme Lipschitz autour du point x.

Dans le cas uniformément hyperbolique ce contrôle est donné par les hypothèses.
Dans le cas de l’hyperbolicité mesurée, ce contrôle est donné en utilisant l’atlas de
Lyapunov sur un ensemble de Pesin. Dans le cas de l’hyperbolicité topologique, ce
contrôle est donné par une hypothèse de décomposition continue et dominée.

Ici, la décomposition est continue mais pas dominée à cause des points neutres
de l’ensemble S. Plus un point est proche de l’ensemble exceptionnel S, moins le
trou spectral est grand et donc plus il faut prendre un voisinage petit pour avoir de
bonnes estimées.

Théorème 4.4.1 (Leplaideur voir [42]). Soit f un Presque-Axiom-A. Pour tout
point λ-hyperbolique x on peut construire une variété instable W u(x) et une variété
stable W s(x) telles que TxW

i(x) = Ei(x).

La démonstration utilise la transformation de graphe et montre que pour un
point λ-hyperbolique, même s’il revient dans le passé une infinité de fois près de
l’ensemble exceptionnel, seul un nombre fini de ces préimages influençent la longueur
de la variété instable locale obtenue comme point fixe de la transformation de graphe.

Remarque 9. Il serait intéressant d’avoir le même genre de résultat avec des limites
inférieures dans la définition 4.4.2 plutôt que des limites supérieures.

Le théorème précédent, s’il donne les variétés stables et instables, ne donne pas
pour autant leur taille, point clé pour avoir une structure locale produit ! Sous l’hy-
pothèse qu’il existe suffisament de points avec des variétés stables et instables assez
longues j’améliore le théorème 4.2.1 et trouve un résultat assez proche de celui de
L.S. Young et H. Hu dans ([33]) :

Théorème 4.4.2 (Leplaideur voir [42]). Soit f un Presque-Axiom-A. Soit λ un
réel strictement positif. Supposons qu’il existe un ensemble f -invariant Λ de points
λ-réguliers tel que :

1. pour tout point x de Λ, W u(x) (resp. W s(x)) contient un disque de centre x
et de rayon ε0 > 0, indépendant de x,

2. il existe un point x tel que Lebu(Du(x, ε) ∩ Λ) > 0.

Alors f admet une mesure SRB finie ou σ-finie.

La première hypothèse de ce théorème est la plus contraignante, mais est fi-
nalement bien plus réaliste que l’hypothèse (H3) du théorème 4.2.1. C’est même
un critère facilement observable. Il faut aussi relativiser la contrainte de cette hy-
pothèse : si une mesure SRB finie existe et est portée par cet ensemble hyperbolique,
la récurrence de Poincaré permet de conclure que tout point reviendra une infinité
de fois dans les régions avec des variétés instables locales uniformément longues.
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L’hypothèse que f ne contracte pas les directions instables permet alors d’être sûr
que pour presque tout point, la variété instable est uniformément longue. Si la me-
sure est seulement σ-finie, il faut décomposer l’ensemble en sa partie conservative
et sa partie dissipative (selon [1]) et se concentrer sur la partie conservative.

La seconde hypothèse est à rapprocher de l’hypothèse (H1) du théorème 4.2.1, si
ce n’est qu’on demande juste que l’ensemble ait de la mesure de Lebesgue instable
Lebu positive.

Dans la démonstration, je m’émancipe de l’hypothèse (H2) du théorème 4.2.1
(conservativité pour avoir du retour) grâce à l’hyperbolicité. Je construis une par-
tition de Markov dénombrable, mais dont seulement un nombre fini d’éléments re-
couvrent une zone “hyperbolique” dans laquelle tout point doit passer une infinité
de fois pour être λ-régulier. Je peux alors utiliser la méthode d’induction présentée
à la section 2.1 pour contruire des mesures SRB.
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